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图 论 是 反攻 十 年 来 发 展 得 景 快 的 数学 分 支 之 一 ， 为 什么 
会 发 展 得 这 样 快 呢 ? 主要 是 内 于 在 许多 科学 技术 领域 中 发 现 
了 图 论 的 月 处 ,例如 物理 、 比 学 .计算 机 科学 、 运 筹 学 等 等 ， 本 
书 不想 涉 及 很 多 力 面 ， 主 变 想 介绍 一 下 图 论 中 的 一 些 极 伪 问 
题 ,这 些 问题 用 处 很 广 ,也 比较 有 趣 . 

为 了 让 大 家 知道 这 本 书 主要 诺 些 仁 么 ， 我 们 先 举 几 个 例 


子 . 

者 习 “项 0. 昌 画 的 是 一 个 "图 "， 当 状 ， 完 竟 什 么 叫 竹 
“图 ”以 后 还 杏 行 细 讲 、 这 所有 只 。 。 。 ， 国 
赛 移 记 位 ， 我 们 研究 的 图 ， 和 的 so 帮 本 
是 内 由 点 和 线 组 威 的 到 形 ， 我 们 < A 本 
先 鸳 网 90.1 看 威吓 一 个 公 个 网， 让 | 人 人 
mn，z2 oa Vw 是 一 些 焉 镇 ， 和 
告 条 线 旁 边 的 数字 代 避 这 一 段 公 加 0.1 


路 的 长 度 ， 现 在 辣 ,要 从 拒 货物 运 到 w 去 , 走 哪 一 条 路 最 
近 ? 

这 个 问题 通常 叫做 最 短路 问题 读者 不 难看 出 ， 这 是 一 
个 有 很 大 现实 意义 的 问 柄 ， 它 不 仅 出 现在 各 种 运输 问题 中 ， 
而 县 在 计算 机 线路 设计 等 问题 中 也 有 用 。 因为 这 科 问 题 研究 
的 是 “从 名 到 wr 的 所 有 路 中 ， 娜 一 条 路 最 短 ?” 因 此 , 它 是 一 
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个 极 大 极 小 问题 ， 即 极 值 问题 ， 而 它 又 和 一 个 “图 "密切 联系 
着 ,因此 这 种 问题 识 叫 俱 阁 论 中 的 极 信和 问题 。 

[ 例 习 ”仍旧 看 图 0-1, 假设 有 一 个 近 同 售 货 队 要 从 实 
出 发 ,到 wa, Ya， vin 上 地 去 如 问 售 货 ， 申 后 再 回 到 vw:, 各 
他 们 应 该 选择 怎 祥 的 一 条 路 线 , 才能 姘 走访 所 有 的 城镇, 而 走 
的 路 程 嗓 最 少 ? 

这 类 问题 关外 称 为 “旅行 售货员 问题 *， 它 是 一 个 相当 届 
难 的 向 题 , 用 处 也 很 大 , 邮局 时 这 类 问题 就 很 多 、 例 如 , 一 个 
开 信箱 到 信和 的 同志 , 他 负责 开 30 个 信箱 ,就 会 过 到 这 类 问题 
叉 如 专门 负责 从 一 个 城市 的 邮政 总 局 应 各 个 分 局 送 送 郎 件 的 
汽车 ， 也 经常 过 到 这 各 问题， 因此 ， 也 有 人 把 这 种 同 题 叫做 
“好 路 问题 ” 

[ 例 负 ”还是 把 图 0. 看 成 公路 网 ,2%s,…, zo 看 成 
一 今 公社 葛城 镇 ， 现 在 要 在 这 些 三 镇 中 半 择 一 处 来 设立 卫生 
院 , 问 设 在 娜 里 最 < 好" 

当然 ,首先 应 该 明确 一 下 ,怎样 才 算 “好 ”? 举 一 个 简单 的 
例子 来 说 , 如 果 有 五 个 城镇 , 卫生 院 设 在 城镇 甲 处 , 其 他 四 个 
城镇 的 人 来 看 病 时 ,分 别 要 走 7 时、3 里 .2 从 、1 里， 卫生 院 
要 是 改 设 在 乙 处 ,由 另外 四 个 城镇 的 病人 要 走 5 明 .4 里、 和 
里 、2 里 ， 在 这 种 情 说 下 , 设 在 甲 你 好 还 是 设 在 乙 处 好 ? 一 般 
说 来 ,还 是 乙 处 好 ,因为 设 在 四 时 ,最 远 前 病人 要 走 7 里 ,而 设 
在 乙 时 , 景 远 的 只 走 5 时， 因此 ,要 判定 一 个 城镇 设 五 生 院 好 
不 好 ， 可 以 按 来 看 辣 的 病人 中 ， 最 迹 的 病人 走 的 距离 为 标准 
《也 有 其 他 标准 ， 后 面 还 于 讨论 }， 我 们 的 月 的 是 找 这 么 一 个 
城镇, 使 得 最 远 的 病人 所 走 的 路 尽 重 少 . 

例 2.、3 中 研究 的 都 是 与 一 个 图 有 关 的 极 大 极 小 问题 , 因 
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此 也 都 是 图 论 中 的 极 值 问题 ， 

上 面 的 三 个 问题 , 都 是 很 明显 地 和 一 个 图 联系 着 的 ， 让 
我 们 再 来 讲 一 个 例子 , 表面 上 看 , 它 与 图 并 没有 什么 关系 , 但 
是 经 过 分 析 , 仍然 可 书 归 结 为 图 论 中 的 极 信 问题 。 

[例句 英国 菜 空军 部 队 有 若干 个 驾驶 员 ， 专 门 驾驶 一 
种 型 号 的 飞机 , 这 种 飞机 每 架 需 要 两 个 驾驶 员 ， 由 于 种 种 原 
因 , 例如 , 语 育 不 通 或 训练 上 苍 间 题 , 有 些 芍 驶 员 不 能 在 同一 
架 飞 机 上 飞行 ， 间 应 如 何 拱 配 驾 网 史 
驶 员 ,才能 使 出 航 的 飞机 最 多 . 及 

为 简单 起 见 ,假设 有 10 个 驾 A 
“ 驶 员 , 图 0.2 中 的 wma，，…。 aa ™ 
就 代表 这 10 个 党 讨 员 ， 如 果 两 全 和 
个 人 可 以 同 机 飞行 ， 就 在 代 均 他 现 0.3 
企 的 责 个 点 之 间 连 一 条 线 ， 仿 个 人 不 能 同 初 飞行 就 不 连 。 从 
图 0.2 可 以 看 山 , o 和 蔬果 以 同 机 飞行 , 而 加 和 %s 就 不 
行 。 天 了 这 个 图 后 . 就 可 以 在 图 上 来 研究 搭配 飞行 员 的 问题 
了 .例如 ,我 们 可 以 组 成 fpa，te}，{ar， 证 }，fys， an 这 各 三 
组 ,图 0.2 中 画 的 三 条 粗 线 就 代表 这 种 搭配 方案 ， 注 意 , 任 何 
两 条 粗 线 不 能 有 公共 的 端点 ， 例 如 ， 在 图 0.3 中 ， 不 能 再 把 
各 与 曙 间 的 连 绕 加 粗 ， 因 为 这 样 一 来 ，w 就 茎 要 与 全 一 起 
飞 ,又 要 与 ta 一 起 飞 ,这 当然 是 不 行 的 。 因 此 , 要 使 出 航 的 飞 
机 最 多 ,就 相当 于 在 图 4.2 中 把 尽量 多 的 线 加 粗 ,而 如 粗 的 线 
要 两 两 没有 公共 端点 。 今后 , 我 们 把 .一 个 区 中 两 两 没有 公共 
端点 的 一 组 级 叫做 一 个 “匹配 ” 这 样 定义 尺 后 ， 上 面 的 问题 
就 成 为 如 刹 或 一 个 包含 最 多 组 的 匹配 ? 这 个 问题 叫做 最 大 
匹配 问题 。 请 大 家 试 试看 , 能 不 能 从 图 0,2 中 技 出 一 个 包含 
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四 条 线 的 匹配 再 试 坛 能 不 能 找到 包含 五 条 线 的 匹配 . 

各 全 4 那样 经 过 一 些 分 析 后 才 转 化 为 图 论 中 的 极 值 问题 
的 恒 子 很 多 , 后面 还 费 讲 ,这 里 就 不 多 举例 了 . , 

讲 了 上 画 凡 个 便 子 ,现在 可 以 把 这 本 书 的 目的 说 一 说 了 . 

这 本 韦 尖 要 就 是 讲 这 类 图 论 中 的 极 值 问题 、 讲 它们 是 企 
样 从 生产 实际 中 提炼 出 社 的 ; 怎样 求解 这 些 问题 ; 哪些 问题 已 
经 有 很 好 的 解法 了 , 那些 还 没有 等 等 。 当然 图 论 中 的 极 值 问 
题 很 多 , 我 们 只 能 选 一 些 比较 基本 的 米 讲 讲 . 在 讲 这 些 问 题 
之 前 ,还 要 先 在 第 一 、 二 两 章 中 讲 一 些 加 论 的 基本 知识 ， 这 此 
知识 讲 起 来 可 能 会 有 些 枯燥 ,不 过 大 家 还 是 要 旗 心 地 看 下 去 ， 
因为 这 些 内 容 是 整个 这 本 书 的 基础 , 把 基础 扑 好 了 ,后 氨 的 内 
容 学 起 来 也 就 容易 些 了 。 


一 .无 向 图 


1， 和 集合 论 的 一 些 基本 知识 


集合 论 现在 已 经 也 乎 是 所 有 数学 的 基础 了 、 图 论 当然 也 
不 例外 . 因 测 , 这 里 先 把 今后 要 用 到 前 集合 论 中 一 些 最 基本 
的 概念 和 符号 讲 一 下 ， 

我 们 把 任意 一 些 对 象 所 组 成 的 总 体 叫做 一 个 集合 ， 以 后 
常常 用 大 写 英文 字母 表示 集合 ， 很 容易 举 出 一 些 集合 的 例子 


来 ， 
[ 例 妇 
[ 例 2] 
[ 例 习 
{ 例 和 所 
[例如 
[ 鲍 的 


全 以 正 整 数 的 集合 仙 . 

全 体 实数 的 集合 EE. 

1, 3 5, 6, 9 五 个 数 的 集合 下. 

三 角形 4BC 的 边 的 集合 
方程 阅 +1-0 的 所 有 实数 根 的 集合 P， 
教室 中 所 有 桌子 的 集合 包 . 


类 似 的 例子 还 可 以 写 出 很 多 米 . 

组 成 一 个 集合 的 对 象 ， 叫 做 这 个 集合 的 元 素 ,例如 数 1， 
5, 功 都 号 正 整数 集 台 六 的 元 素 ; M3, x 一 3 是 实数 集合 
翌 的 元 素 、 以 后 常常 用 小 写 灿 文字 母 表 示 某 一 个 集合 的 元 
素 。 如 果 = 是 集合 4 的 元 素 ,我 们 就 记 作 ， 


Os 


aEa, 
读 成 “属于 4， 和 如果 & 不 是 和 4 的 元素 , 则 记 作 : 
GEA4 或 a 斤 ， 
读 成 “不 属于 4”， 例 如; 1EN, x ER, 但 w 生 人 . 
一 个 集合 可 以 包 信 无穷 信 元 素 ,这 种 集合 叫 基 无限 集合 ， 
例 关 前 而 的 例 例 2 中 的 六 和 及 都 是 无 限 集合 ， 只 包含 有 
孔 个 元 素 的 集合 叫做 右 限 集合 , 鲍 8 与 例 生 中 的 集合 型 和 工 
都 是 有 限 集合 ， 今 后 我 们 要 用 到 的 主要 是 有 限 集合 . 
再 来 看 看 例 蕊 仔细 一 看 就 知道 , 其实 这 个 集合 里 一 个 元 
素 也 没有 , 这 种 什么 也 不 包含 的 集合 叫做 空 集 合 ,今后 用 一 个 
面 定 的 符号 由 来 老 示 空 集合 . 
为 了 说 明 一 个 集合 是 由 哪些 元 素 组 成 的 ， 可 以 用 以 下 两 
种 办 法 。 第 一 种 是 列举 出 这 分 集合 的 元 素 , 这 是 在 有 限 集 的 
情况 下 常用 的 方法 ， 如 司 8 中 的 形 可 以 写成 : 
M={1, 3, 5, 6. 时 
又 例如 集合 由 各， 95， …，%ioo 这 100 个 元 素 组 成 , 则 可 以 
记 成 ， 
天 一 fl， wa, es Vo0}, 
另外 一 种 办 法 是 说 明 这 个 集合 中 的 元 素 具 有 什么 特定， 例如 
可 以 把 正 整 数 集合 六 记 成 
丸 = {nin 是 正 整数 }. 
这 种 可 法 的 意思 是 ; 入 是 岂 一 些 元 素 % 组 成 的 ,是 哪些 呢 ? 
就 是 满足 括号 中 坚 线 后 班 所 讲 的 性 质 的 那些 m， 也 就 是 说 , % 
必须 是 正 整 数 ， 又 如 例 三 可 以 记 成 : 
了 ~ {2|4 是 9-1 一 0 的 实数 根 }. 
这 丙种 宪 示 集合 的 办 法 各 有 长 处 , 令 后 都 将 用 到 。 
6G, 


设 4 和 加 是 两 个 集合 ,如 果 碌 与 吾 包 售 的 元 素 完 全 一 
祥 , 就 说 4 与 召 相等 : 记 作 : 
A=B. 
如 果 毛 的 元 素 了 者 是 了 3 的 元 素 ， 我 们 就 赔 4 是 吾 的 一 
个 子 集合 , 记 作 : 
ACB. 
例如 ,自然 数 集 合 评 让 实数 集合 召 的 子 集合 , 即 入 王 妨 而 
例 虽 中 型 又 是 六 的 子 集合 . 

我 们 还 要 引入 一 个 楼 念 ， 叫 短 真 子 集合 ， 就 是 ， 如 时 
4 己 B, 但 所 与 吾 久 不 少 等 。 就 称 44 为 旦 的 真子 集合 ， 记 成 
4cCB 

这 时 , 至 少 有 一 个 元 素 属 于 B 但 不 属于 4. 

设 4 是 一 个 集合 ,今后 常常 要 用 到 所 有 以 4 的 一 对 元 素 
ab， 2?) 为 元 素 的 集合 ， 我 们 把 这 个 集合 记 作 4x 4 它 的 元 
素 叫 做 妇 移 有 序 元 素 对 ， 佼 邵 , 4 一 入, 2, 3), 则 如 x 要 由 
(人 BD, 0, DD, (Lb, D, 2, D, 2, 2, (2, 9, (8, 1), 3, 
为，(3,， 3)9 个 元 素 组 成， 这 里 (1, 2) 和 (2, 了 看 成 二 不 同 
的 , 这 就 是 把 它 匀 岂 数 “有 序 元 素 对 ”的 原因 ， 另 委 , 我们 还 要 
考虑 44 的 无 序 元 素 对 ， 它 和 有 序 元 素 对 的 差别 在 于 把 (1, 2) 
铬 2, 力 这 样 的 对 象 看 成 是 相同 的 ， 因 此 当 4 一 全 , 2, 3} 
时 ， 冯 的 无 序 元 素 对 就 只 有 8 个。 就 是 [1, 打 , [1, 2], Ti, 
人 下, [2, 2]，[2, 引 , [3, 引 了 (这 里 ， 为 了 与 有 序 元 素 对 区 别 ， 
我 们 用 方 括号 表示 无 序 元 素 对 1 我 们 把 4 的 所 有 无 序 元 素 
对 组 成 的 集合 记 作 了 a (4)，4 的 有 序 元 素 对 和 无 序 元 素 对 
这 两 个 概念 在 图 论 中 是 很 重要 的 ， 这 一 点 在 下 面 两 节 中 马上 
就 会 看 到 ， 


习题 
开设 4 一 TD 下 ,把 所 的 所 有 子玉 合 都 写 出 来 ， 
3. 设 万 = 人 , 3 3 笑 ， 写 出 妇 的 所 有 有 泽 元 素 对 以 及 无 序 元 素 
对 . 


2. 无 向 图 的 定义 


我 们 所 讲 前 图 (有 些 书 上 也 叫 线性 图 )， 沸 的 是 仅 由 点 和 
线 组 成 的 图 形 。 例如 图 1.I 中 男 的 就 是 两 个 图 的 实例 , 这 商 
个 图 之 问 还 有 差别 , 图 1-1C2) 中 的 图 如 ,每 条 线 上 都 有 一 个 
简 头 以 代表 这 条 线 的 方向, 这 种 图 叫 有 向 图 , 图 1.1(5) 中 的 
图 父 则 岂 做 无 向 图 . 


四 
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二 一 6 _ 
| * Sa ~ 
Vs 


ta 图 了 从 攻打 
图 1.1 


这 一 章 先 讲 无 向 图 ， 分 析 一 下 图 .1(6) 中 的 可 以 
看 出 , 它 包 食 着 6 个 点 ， wz oa …， to; 6 条 线 : et po 如 
或 者 说 G 是 由 两 全 集合 组 成 的 ,一 个 是 

V ~ {yr, ¢3, 3, Vs, Ys, We}, 

荔 一 个 是 B= fe1, 02, 6s, 0s, 时. 
另外 ,还 可 以 看 出 点 和 线 之 间 有 一 定 的 关系 ,就是 每 一 条 线 都 
以 两 个 不 同 的 点 为 它 的 端点 ,例如 己 妃 4 各 % 为 端点 ,为 
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ea 都 以 v1 和 vs 为 端点 等 等 ， 下 面 的 定义 1.1 就 是 从 以 上 的 
分 析 中 概括 出 来 的 . 

定义 1.1 设 严 = fo %2,…, 4p} 是 空间 中 个 点 的 集 
会 (这些 点 可 以 都 在 一 个 平面 上 ， 也 可 以 不 在 一 个 平面 上 )， 
加 = {fer, es,，…, em} 是 名 条 线 的 集合 ,如 果 满 足 : 

(1) 六 不 是 空 集合 ; 

(2) 吾 的 每 一 条 线 a 以 及 中 的 两 个 不 同 的 点 wm 与 如 为 
端点 . 

(8) 五 的 任意 两 条 线 ， 除 了 端点 以 外 ， 没 有 其 他 的 公共 


则 把 由 六 和 召 组 成 的 图 形 邓 古 做 一 个 无 钢 图 , 记 作 从 一 
[V, 可, 称 六 中 的 点 为 G 的 顶点 , 吾 中 的 线 为 G 的 边 ， 

因为 这 一 章 只 讲 无 铅 图 ,二 此 ,有 时 就 简单 地 把 一 个 无 向 
图 叫 敏 茧 . 

由 定义 4.1 可 以 看 出 , 图 1.1(8) 中 的 忆 是 一 个 无 多 图 ， 
图 1.2 大 另外 三 个 无 向 图 的 例子 ，(@ 中 的 G 是 由 一 个 立方 
体 的 项 点 和 楼 组 成 的 ， 它 的 顶点 集合 是 {， 5,…, 肝 , 边 集 合 
是 人 ,2 …，, 12}。 为 简单 起 见 ,今后 也 常常 用 一 些小 写 英文 
字母 和 数字 来 代表 顶点 和 边 ，(B) 中 的 Gs 的 项 点 集合 是 fo 


a) a WB 国 (0 Gs 
图 1,2 


，……， 9}， 边 集合 是 博 wWea, …， eej。 注意 ， 这 里 我 们 把 所 
有 对 鳍 线 看 成 是 互相 不 相交 的， 期 有些 线 是 从 别 的 线 上 面 站 
越过 去 的 ， 人) 中 的 他 只 有 5 个 兢 点 , 没有 边 , 也 可 以 说 ,这 
集合 是 空 集合 、 请 注意 定义 1.1 中 要 求 硕 点 集合 六 不 能 是 空 
集 含 ,但 边 集合 可 以 允许 是 空 集合 , 因此 久 也 是 一 个 无 疝 图 。 

从 定义 41.1 可 以 看 出 ,要 确定 一 个 无 向 图 ,必须 明确 指出 
以 下 三 点 

《1) 它 包 含 昭 几 个 顶点 5 即 集 含 广 是 由 那些 元 素 组 成 
的 》， 

(及 它 包 含 负 几 条 达 ( 即 集合 召 是 由 哪些 元 素 组 成 的 )。 

{8) 每 条 边 以 哪 两 个 顶点 为 葡 点 . 

至 于 这 些 点 的 位 置 如 何 ,连接 它们 的 线 是 直 的 还 是 弯 的 ， 
都 无 关 紧 要. 今后 , 称 上 述 三 点 为 一 个 无 向 联 的 三 个 要 素 . 

例如 , 画 革 202) 中 的 网 Ga 的 三 个 要 素 是 

(D FPF={m, wa, …， te}, 

2) B= {es ea et， 

(3) 每 条 边 的 端点 如 宫 工 工 所 示 。 

对 于 一 个 无 向 图 来 说 ,只 要 这 三 个 要 素 帮 知道 了 ,我 们 就 
可 以 认为 这 个 图 被 完全 确定 了 , 并 且 一 定 可 以 把 它 画 出 来 . 例 

表 1.1 


Wa 


10. 


如 ;已 经 外道 了 see 必 sf 信 吏 中 的 玉 一 {0 …, 5]， 
召 - 如 ，…， ei0}, 又 知道 各 条 边 的 端点 如 衣 1.1 中 所 列 的 汪 
样 。 要 想 把 这 个 图 西 出 来 ,只 要 先 尾 意 画 总 个 点 由 v3，…， 
ww， 再 根据 表 1.1 的 要 求 ,在 岂 与 旬 问 连 一 条 边 aa 在 如 与 
加 间 连 一 条 边 cx, …, 县 后 在 u 与 v6 间 连 一 条 沈 e。。， 当然 ， 
如 果 在 纸 上 画 ， 这 10 条 迅 中 的 午 意 两 条 除了 在 端点 处 可 能 
外 遇 外 ， 在 其 也 地 方 也 可 能 各 交 ， 但 可 假定 这 张 图 是 画 在 容 
间 的 ， 并 用 不 在 交叉 点 上 画 黑 点 ， 以 表示 在 这 点 是 飞越 过 去 
的 ， 这 样 就 把 这 个 加 画册 来 了 当然， 这 样 面 出 来 的 图 和 略 
工 :2( 的 中 的 图 可 能 很 不 一 样 , 例如 , 很 可 能 画 成 图 工 .3 那个 样 
子 ( 请 大 家 试 试看 也 画 一 个 )， 得 是 从 本 质 来 看 ， 这 两 个 图 是 
一 样 的 . 

在 根据 一 个 无 向 加 的 三 要 素 画 这 个 图 时 ， 我 作 常 常 项 户 
能 把 这 个 网 的 所 有 顶点 和 边 都 画 在 一 个 平面 上 ， 并 且 使 得 任 
他 两 条 边 除了 端点 外 ,没有 其 他 的 交点 ， 有 些 图 确实 能 这 样 ， 
凡 能 够 这 样 画 出 的 图 叫做 平西 蜀 ， 俩 如 ,图 1.1( 罗 中 的 图 好 
就 是 一 个 平面 图 ， 图 1.2<%) 中 的 图 ,本 来 是 由 一 个 空间 六 而 
体 的 项 点 和 楼 给 成 的 ， 保 是 它 所 可 以 画 成 加 1.4 中 的 剧 个 样 
子 (注意 ， 三 个 此 素 一 点 也 没有 变 }， 因 此 ， 它 也 是 一 个 绊 面 


网 ， 可 症 也 有 些 加 ,不 管 怎 样 西 ,都 不 可 能 把 所 有 项 点 和 边 于 
在 一 个 平面 上 ， 而 使得 任意 两 条 边 聊 了 端点 以 外 没有 其 他 交 
点 ， 这 种 图 就 咀 向 非 平面 图 ， 图 工 ,23( 切 或 图 1.3 中 的 图 Ga 

加 的 就 是 这 样 的 一 个 例子 ， 天 家 可 以 


从。 | 试 二 看 ， 有 没有 办 法 把 它 的 5 个 
六 Yh 而 点 向 吉 灯 边 剖面 在 平 盏 上 , 
: 4 


{fy 侧 如 图 1.5 中 已 经 画 了 的 的 9 
2 条 边 ,还 差 一 条 连接 zs 和 的 
加 1.5 这 条 过 不 管 怎么 画 。 总 要 和 其 他 


边 相交 (当然 , 斌 了 几 次 , 画 不 出 来 ,还 不 能 就 此 断定 它 是非 平 
面 图 .要 肯定 它 是 非 平面 图 是 需要 严格 证 明 的 ,因为 证 雪 较 
麻烦 , 这 里 就 不 仔细 讲 了 )， 
习 是 

1 写 出 图 1.1@%)、1.2(a) 中 的 无 向 区 的 三 个 要 素 。 

2. 已 知 关 =[7 如] 购 三 个 要 素 为 ; 

CD Pf{e, 6, 0, 4. 8 有}, 

(2) E{1, 2 3, 4 5, 6,7,3,9, 10,11}, 

《3) 每 条 迪 的 距 点 如 二 圾 所 未: 


试 皂 G 画 出 来。 是 不 是 闻 刘 图 ? 
29。 


全 .已 和 -个 无 向 国 台 的 顶 Ya v3 6 还 公道 
则 与 局 习 与 tt 各 与 3 呈 与 妈 之 亲 帮 有 。 其 佑 顶点 间 温 有 
边 相连 ， 根 据 这 苑 条 件 , 县 否 巨 经 可 羽 把 图 9 画 出 米 了 ? 


3， 无 向 图 的 “机 铺 "定义 


在 上 节 的 定义 1.1 中 , 我 们 给 无 向 图 下 了 一 个 定义 不 
过 , 很 多 书 上 给 无 向 图 下 的 定义 和 定义 工 .1 不 一 样 ， 下 面 的 
定义 1.2 就 是 常见 的 一 种 ， 

定义 1.8 没 刻 一 {0 ta 及 盏 = Te 6 em 
是 任意 两 个 有 限 集合 , 并且 洲 足 ; 

(HD 三 不 是 空 集合 ; 

(2 每 一 个 #E 加 是 了 的 一 个 无 序 元 素 对 [w%，o], 并且 
人 天 人 

则 称 玉 和 召 这 一 对 集合 绍 成 了 一 个 无 向 图 @ 记 作 好 一 
[FP 加. 亚 的 元 素 mm， ma …， 加 称 为 他 的 项 点， 厉 的 元 素 
ee em 丈 为 如 的 边 . 

定义 1.3 要 比 定义 1.1 扫 象 此 了 ,二 为 在 定义 I 并 让 ， 
集合 了 和 尽 包 含 的 东西 很 央 确 , 玉 的 元 素 4 是 空间 中 的 点 ， 
召 的 元 素 # 是 线 ， 测 在 定义 芋 2 中 , 六 藉 由 什么 组 成 的 ， 根 
本 没有 说 而 召 的 元 素 又 是 什么 扩 的 "无 序 元 素 对 ”, 好 象 也 
难以 所 草 . 

证 我 们 来 仔细 分 析 一 下 , 定义 1.2 是 怎样 产生 的 ， 上 一 
节 讲 无 向 图 的 三 个 要 素 时 ,已 经 浇 过 , 对 于 一 个 图 来 说 , 最 本 
质 的 东西 是 ; 

J) 顶点 集合 FP; 亿 边 集合 轧 


(8) 每 一 个 eE 召 以 一 中 电 丙 个 项 点 为 端点 . 

到 于 点 的 位 置 如 何 分 布 ， 线 是 直 的 还 是 杰 的 ， 都 无 关 紧 
概 . 其 实 , 胃 进 一 步 想 想 ,如 果 六 的 元 素 不 是 空间 中 的 点 , 而 
是 别 的 东西 , 例 妇 城市 .村 庄 、 驾 委员 等 ; 至 的 元 素 不 是 线 ,而 
是 公路 、 电 线 、“ 可 以 间 机 飞行 "等 ， 只 要 书 的 每 一 个 元 素 乌 
都 在 某 种 意义 下 连接 了 玉 的 两 个 元 素 ， 那 末 把 刻 和 召 放 在 
一 起 称 为 一 个 无 向 图 又 有 付 么 不 可 以 呢 ? 家 盏 上 看 , 这 种 图 
各 定义 .1 中欧 图 不 一 样 ， 因 为 它 的 页 点 不 一 定 是 罕 间 中 的 
点 ,而 可 以 是 任意 的 东西 , 但 是 , 从 本 抽 上 看 ,或 者 说 , 从 它们 
都 和 具有 三 个 要 素 这 一 点 来 看 ， 却 是 一 致 的 。 而 且 定义 1.2 适 
应 面 更 广 , 

定义 1.3 就 是 从 这 样 的 想法 中 产生 出 来 的 . 

再 来 讲 一 下 ， 为 什么 说 如 的 元 素 是 六 的 无 序 元 素 对 
Be。 ?J， 这 种 说 法 , 对 于 初学 的 人 , 可 能 不 大 习惯 其实 , 仔 
甸 想 想 也 不 陌生， 在 平面 儿 何 中 不 是 也 常常 把 一 个 以 4、 加 
为 端点 的 线 侦 叫做 线段 4B 到 ? 这 也 就 是 把 一 个 线段 看 成 一 
对 点 。 在 无 向 图 中 , 对 于 一 条 边 @ 来 说 ， 它 究竟 大 什么 东西 
是 无 关 紧要 的 , 主要 的 是 它 把 哪 两 全 点 连接 起 来 了 , 因此 , 完 
全 可 以 把 一 条 边 4 用 它 的 端点 vw 与 妨 来 表示 ， 或 者 干脆 就 
把 边 6; 看 成 是 一 对 顶点 mm 与 加 ， 当 然 0, 与 么 谁 在 前 淮 在 后 
都 可 以 ,因此 ,可 以 汇 看 成 三 的 无 序 元 素 对 2v, zl]. 

再 来 看 看 引言 中 讲 的 郑 个 飞机 驾驶 员 问 题 ， 就 会 更 清楚 
好 看 出 把 6; 看 作 [ts, v4] 是 很 自然 的 事 了 .在 那个 问题 中 ， 
有 一 个 由 10 个 驾驶 员 组 成 的 集合 已 一 fo oa …, aa。 努 
外 , 训 昧 一 鸡 一 对 好 来 考 旦 这 些 驾驶 员 , 那么 有 些 “ 对 ?能够 同 
机 飞行 , 有 些 " 对" 不能， 我 们 可 以 这 样 想 象 ; 在 那些 能 周 机 飞 
站 


行 的 鸭 驶 员 * 对 "之 间 , 有 .一 条 泡 形 的 缠 索 把 他 们 联系 着 ,这些 
无 形 的 绳索 的 集合 就 是 边 集合 召 ， 但 是 , 即 果 我 们 追问 一 条， 
到 底 至 的 元 素 是 什么 ? 行 纪 不 想 ， 丽 怕 最 恰当 的 回答 就 是 : 
“十 的 元 来 就 是 的 一 对 元 这 [2, J” 了 吧 ， 荔 外 , 我 们 也 
可 忆 看 出 , 尘 于 一 个 无 向 图 来 说 , 只 要 知道 了 顶点 舍 合 六 ,以 
及 笠 道 了 哪 芭 顶点 对 与 包 同 有 边 相 连 ,这 个 图 就 完 舍 知 道 
了 (回想 一 下 上 节 前 习题 3) ， 
一 般 ， 我 们 把 用 定义 1.2 定义 的 无 向 医 叫做 抽象 的 无 向 
岁 ， 央 为 它 的 项 点 集合 是 由 任意 的 东 丙 组 成 的 ， 丽 汇 用 定 文 
工 .1 定义 的 由 做 刀 何 的 无 向 图 ， 因 为 它 的 顶点 集合 和 边 集 合 
是 由 空 滞 中 的 点 和 线 弓 成 的 。 闻 末 , 今后 担 到 无 向 图 @= 
LP, Bi 时 , 宫 竞 指 的 是 抽象 的 还 是 几何 的 呢 ? 回 竺 是 , 一 般 
说 米 , 指 的 基 抽 象 的 图 ,但 是 ,我 们 可 以 把 它 看 作 是 几 杀 的 图 . 
这 是 因为 ， 野 然 我 们 遇 到 的 图 的 项 点 可 以 代表 各 种 丰 同 的 对 
人 象 ， 例 如 城市 、 驾 驶 员 等 等 ， 因 而 它 是 抽象 的 但是， 对 于 
任 深 一 个 抽象 的 无 向 图 ， 我 们 总 可 以 三 一 个 几何 的 无 向 图 来 
代表 它 ， 例 如 有 一 个 图 如 =[V', 到， 其 中 玉 是 5 个 人 的 集 
会 , 了 = { 王 , 了 , 张 , 李 , 陈 }, 巨 = 
各 ez …， 所， 并 且 aa= [ 王 、 
李 ], 一 [ 王 , 陈 ], = [ 王 , 张 ]， 
64 一 [ 张 , 李 ]，e 一 [ 张 , 防 -， 66 一 
[ 张 , 丁 ], er==[ 李 , 陈 1, ss= [ 李 ， 
了 ] (注意 , 这 里 邓 是 抽象 的 无 向 
图 )， 屠 杰 , 我 们 就 可 以 遂 出 象 贸 名 1.6 
1.6 这 样 的 一 张 图 医 1.6 是 几何 的 图 ) 闵 找 表 日， 因此 ,虽然 
我 们 研究 的 荐 抽象 的 图 ， 我 们 吉 可 以 把 它们 下 示 成 一 个 具体 
> 


的 、 几 何 的 图 , 这 种 壹 示 , 对 于 我 们 理解 图 论 中 的 一 些 概念 和 
以 后 学 习 区 论 中 的 和 种 极 值 问题 的 计算 方法 ， 都 有 很 大 的 好 
处 ， 


4. 路 与 回路 


由 于 留 论 产生 的 时 间 还 不 长 ,因此 ,许多 基本 概念 和 定义 
还 不 统一 , 同一 个 名 词 ,在 不 内 的 书 上 , 往往 有 不 同 的 意义. 因 
此 ,每 一 本 讲 图 论 的 书 , 总 雪花 一 定 的 篇 旺 末 把 这 本 书 中 基本 
名 词 的 意义 解释 一 下 , 下面 就 来 进行 这 一 工作 . 
下 面 犁 定义 都 明 对 一 个 无 向 区 G= [FP， 辐 ] 来 讲 的 ,其 中 
Le 
Bte, ee 
首先 ,她 果 这 性 以 顶 京 入 与 v4 为 端点, 谣 记 作 , 6; 一 [vp， 
铀 。 因 为 [%, v4] 是 无 序 元 素 对 , 因此, 也 可 以 写成 a= [w， 
Vs]《 为 简单 起 见 ,也 可 以 记 作 ey= 已, 3])， 
其 次 ,如 果 项 点 也是 边 e 的 一 个 端点 ,我 们 就 说 mm 与 人 
是 关联 的 ,也 可 以 说 6 与 和 是 关联 的 . 
定义 1.8 设 缸 条 边 e 与 括 具 碍 相同 的 端点 , 加 
1 [9:, Ye, Ei [Vs, Ve] 

二 和 。 则 称 边 & 与 @ 为 竺 帮 边 , 没有 平行 边 
of a 六 的 无 向 图 蔬 做 简单 图 ， 有 平行 边 的 图 
人 人 | 叫 多 重 图 ， 

站 例如 图 1.7 中 的 & 与 6s 是 平行 
图 1,7 过 ,因此 弛 是 多 重 图 , 和 而 前 面 图 工 .2 中 
的 三 个 图 都 是 简单 图 . 
3 。 


定义 1.4 设 # 与 4 是 图 时 的 两 条 不 相同 的 边 ， 如果 存 
在 一 个 顶点 me， 它 是 # 与 6 的 公共 端点 ， 就 称 e 与 扣 相 邻 。 
设 与 办 是 好 的 两 个 顶点 ,如 果 存 在 一 条 边 so 它 以 如 与 加 
为 端点 , 就 称 六 与 央 相 部。 

钴 如 留 1.7 中 , 边 与 如 相 驾 , ea 与 出 相 邹 ,而 与 
a 则 不 相 邻 ; 另外 顶点 m 与 v5 相 邻 ,而 um 与 4 就 不 相 邻 . 

十 机 来 介绍 一 个 图 论 中 很 重要 的 概念 路 ， 拿 图 .7 
来 说 , 假设 它 代表 的 是 一 个 公路 网 ， 如果 我 们 要 内 v1 走 到 wv 
去 ,就 可 以 按照 下 而 的 “路 " 走 ; 从 避 出 发 , 沿 抽 到 ww, 届 消 旬 
测 um, 旦 后 沿 er 到 w， 这 条 "路 "可 以 简 音 她 记 成 ， 

P= {v1 eu te ta, Wa, 67, Ys} 
现在 来 分 析 一 下 “路 ”za 有 什么 特点 ， 不 叭 看 出 ,首先 , 它 是 
由 一 个 硕 点 ,一 条 边 .然后 再 是 一 个 顶点 ,一 条 边 ,… 排 列 而 成 
的 .其 次 ,对 于 路 中 的 每 一 条 边 来 说 , 排 在 它 前 面 的 项 点 和 后 
面 的 顶点 恰好 就 是 它 的 两 个 端点 ， 下 面 的 定义 就 是 从 路 的 上 
述 特点 概括 出 来 的 . 

定义 1.5 图 GG 中 的 一 个 由 顶点 利 边 组 成 的 序 冯 p( 序 
列 的 意思 是 : 这 些 硕 点 与 边 在 2 中 是 排 好 了 次 序 的 ,不 能 把 它 
们 的 次 序 随 让 颠倒 ) 

了 一 如 本 区 
如 时 满足 : 太一 [由 地 
全 一 2， 
就 称 少 是 一 条 连接 顶点 外 和 由 的 路 (这 里 性， 避 …, 外 是 
有 中 的 顶点 ,可 卫 …， 避 -1 荐 加 中 的 边 )， 站 与 中 叫 做 
路 乡 的 两 个 端点 ， 如 果 由 一 亿 ， 就 称 卫 枯 一 条 回路 . 
例如 图 .7 中 , 除了 刚才 讲 的 信 以 外 ， 


PA 


人 一 {05 的， 的， 全 5， 6 用 ea tio， 4 

Pe {V5, ps Vs ee, V1s C4s Vs, Ct; Vas er, Vas Co Wa}, 
也 都 是 栈 , 而 

P= {1. C1, Ya, Ca, V3, Er, D4, Eo, Vr, Es, Vr}, 

Bs = {V3, 064, Wr, Eos Dar Gin, Wa, Co V5 En V4 OT: V3} 

Po = {vs, Er Vas 7, Va Ee, Dr, te, es Vs} 


莉 是 回路 ( 见 图 1.8). 


办 全 w 入 w 
多 a 人 Pa 
六 由 这 了 
a A en § 
ra 只 摊 
| 者 NAN YY 
Le A 
2 初级 路 名: 简 间 路 2 非 简单 路 
9 全 全 是 人 四 
ws @ 7 
of SS \ 4 
/he @ 出 A 
”os Ea 
a 辆 或 初级 四 雍 区 :简单 加 五 28: 拷 阐 单 回 禾 
图 1.8 


夏 一 下 力 、 ps、 ps， 就 可 以 看 出 它们 之 间 还 有 区 别 ， 在 pr 
中 ,每 一 个 顶点 或 边 在 路 中 至 守 号 现 一 次 ; 在 Ps 中 ,顶点 久 量 
现 了 二 次 ,而 科 条 边 则 荆 多 出 现 一 次 ; 在 ps 中 , 边 包 出 现 了 二 
次 (这 时 ,当然 6 的 阐 点 也 至 少 出 现 二 次 }。 

定义 1.6 设 % 是 一 条 路 ， 

人 如 果 出 现在 p 中 的 边 都 互相 不 同 , 划 称 为 兽 单 路 . 

《21 邵 果 出 现在 中 的 镍 点 都 互相 不 同 ， 则 称 p 为 初 弘 
政 ， 


+ je， 


显然 ,图 1,8 中 的 psy 是 初级 路 , 加 是 简单 路 (但 不 是 初级 
路 ) ,而 和 r 不 是 篇 单 路 ， 

相似 地 ， 如 果 由 现在 一 条 回覆 中 的 边 都 互 不 相同 ， 就 
称 Pp 为 简单 回路 ,而 当 p 中 的 顶点 都 互 不 相同 堵 ( 除 了 以 一 局 
以 外 ), 就 称 % 为 初级 加 路 ,或 阐 称 为 周 . 

例如 图 1.8 中 的 jp 是 力 , ps 是 篇 单 回路 , ps 不 是 简单 加 
路 . | 

上 面 我 们 列 

入 一 -0 全 用 Dh, Gs, Vo} 

来 者 示 一 条 路 也 就 是 说 ,把 出 现在 路 中 的 所 有 顶点 和 边 都 
写 出 来 了 ， 为 了 简单 起 见 ， 也 可 以 只 抱 出 现在 路 中 的 边 写 出 
来 ,例如 图 1.8 中 的 2: = for 21， V5, 52, 23, er， ay 也 可 以 写 


成: 入 
Pi™= {es, ez 07}. 。 

另外 ， 如 归 考 虑 的 图 是 简单 。 “| > “ < 四 
图 , 那 末 也 可 以 只 写 顶 点 。 例如 EE 
图 I.9 中 的 路 ， 图 1.9 

P= {v1, es, Vo, es, Vs, es, Vo} 
就 可 以 记 成 : 
P— {v1 Vo, Ta, Ve}, 

当然 也 可 以 记 成 ， 


外， es, ee}, 
畦 强调 一 下 ， 音 用 顶点 的 写法 只 适 男 于 简单 图 ， 对 于 
图 1.7 中 的 多 重 图 来 说 ， 如 果 说 到 小 2= {vi, v2, 志 , 那 末 
它 鲍 边 距 可 能 是 与 te， 也 可 能 是 所 与 aa， 这 就 有 些 混 兆 
T+ 


“了 


习 题 

1 设 和 一 {0， 的 ,多 ,的 …， 人 馆 -vw 的- 只 是 连接 两 个 不 同 的 顶 
点 改 和 起 的 路 , 但 不 是 初级 路 , 证 明 一 定 可 以 从 2 中 选 出 一 部 分 边 和 
顶点 ,组 成 一 条 连接 芒 和 避 的 初级 路 . 

2. 举例 说 明 下 述 命题 是 不 成 立 的 : “从 每 一 条 非 初 级 的 回路 中 一 
定 可 以 选 出 一 部 分 边 和 顶点 ,组 成 一 个 图 ”. 

8. 设 p 是 图 G~[V, EE] 的 一 条 回路 ， 并 且 有 一 条 边 % 在 呈 中 恰 
好 出 现 一 次 , 证明 从 多 中 一 定 订 以 选 出 一 部 分 边 和 顶点 组 成 一 个 圈 . 


6， 图 的 连通 性 , 子 图 


定义 1.7 ”如果 对 也 无 向 图 G 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 
与 ,存在 连接 w 与 ?; 的 路 (由 上 一 节 的 习题 1， 这 时 也 大 
在 连接 入 与 他 的 初级 路 ), 则 他 称 为 连通 的 . 

看 一 下 图 工 .区 中 的 两 个 图 , 容易 看 出 〈e) 是 连通 的 , 而 
他 是 不 连通 的 , 因为 不 存在 连接 顶点 & 与 e 的 路 . 


名 


le a , 了 
LF. ye 
和 a 8 ye 8 
2 © dlA5 人 
训 和 4 5 
[63 © 


图 1.10 

连通 这 个 概念 十 分 重要 , 它 的 直观 意义 就 是 “ 连 成 一 片 ”， 
当然 , 如 果 把 连通 图 定义 为 “ 连 成 一 片 的 图 ”就 不 大 好 ,因为 如 
朵 再 追问 一 名 “什么 叫 连 成 一 片 ” 恶 怕 就 不 好 回答 了 。 而 定 
。20 。 


义工 了 的 意思 是 很 明确 的 . 

还 用 一 个 很 重要 的 概念 是 子 图 .在 研究 图 论 中 的 一 些 问 
题 时 ， 往 往 需要 研究 一 个 已 知 坚 的 一 部 分 边 和 一 部 分 项 点 组 
成 的 图 ， 侧 如 把 全 国 的 谈 路 网 看 咸 一 个 图 G， 那 订 一 个 省 的 
铁路 网 就 是 由 人 的 一 部 分 边 和 顶点 组 成 的 图 外 一 般 ; 我 名 
有 下 述 定义 . 

定义 1.8 设 G~EP, 副 建 一 个 无 向 图 ，F: 与 肪 分 别 
是 天 与 召 的 子 集 , 即 且 E 户 杞 所 加 如 果 对 于 任意 61€ ss 
的 其 个 端点 都 局 于 六, 则 称 @=TPF， 轧 ] 是 日 的 一 个 子 
图 . 


应 注意 : 并 不 是 从 如 中 任 选 一 些 边 和 顶点 放 在 一 起 就 组 
威 避 的 一 个 予 图 太 ， 只 有 满足 , 如 果菜 一 条 边 被 选 入 华 , 这 
条 边 的 琴 个 端点 也 被 移入 的 时 ,Ga 才 是 一 个 子 图 ， 

例如 图 工 .TD 牛 揭 图 区 是 (e) 中 的 图 GG 的 子 图 . 责 
如 果 我 们 从 邓 中 选取 边 揭 合 本 一 fe eo, es}, 顶点 集合 

有 一 Vo, Vs, Cs}, 

这 时 Fs 与 5。 合 在 一 起 就 不 是 子 图 了 了、 因为 边 的 一 个 端 
点 加 不 属于 六 >. 


匠 


人 ay 
we CR 四 
~ 

of 记 四 机 ~ - 
/Ny 
人 Wn 

(0) 8 By 

1.11 


。 27 ， 


定义 1.9 设 邹 [Vi B] 是 各 ~[V, 局 的 于 图 ,其 
且 万 = Pa 则 称 @i 是 的 支撑 子 图 。 

例如 图 1.12 中 的 图 的 就 是 图 
本 1.11(e? 中 的 几 9 的 支 择 子 图 . 
也 可 以 这 洋 说 ， 从 一 个 图 G 中 去 
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”人 NS 挤 一 些 边 (顶点 会 部 保留 着 )， 剩 下 的 
| 。 就 是 一 个 文 社 子 略 . 


有 丙种 形成 子 图 的 方法 ， 以 后 经 
图 4- 地 党 要 月 到 . 

第 一 种 办 法 是 , 设 先 给 定 了 边 集 合 召 的 一 个 子 集合 瑟 ， 
我 们 再 把 属于 吾 的 折 有 边 的 端点 都 取出 来 ， 作 成 一 个 顶点 
子 集 会 Fu 显然 = [了 如] 是 蜀 G=~ [P， 吏 前 一 个 子 
图 ， 子 图 @s 叫做 由 过 集合 召 ; 生成 的 子 图 , 记 作 [1] 

第 二 种 办 法 是 ， 设 先 给 定 了 顶点 集合 斑 的 一 个 子 集 全 
卫 ,， 然后 把 召 中 所 有 两 个 端点 都 圈 于 『: 的 边 都 取出 来 ， 设 
这 些 边 的 集合 为 瑟 ， 有 显然 i- 下 + 吾 ] 也 是 @ 的 一 个 子 
图 ， 子 图 的 叫做 由 顶点 集合 Pi: 生成 的 子 恒 ， 由 下: 生成 的 
对 图 记 作 [P] 

例如 在 图 工 .1IL 罗 的 他 中 如果 攻 六 一 fo v5, V5 Vo}。 
则 三 生成 的 子 网 Vj, 就 是 图 1.13 中 天 的 那个 图 ， 如果 
取 玉 = 入, oa 则 产生 成 的 子 图 将 只 包 会 三 个 顶点 ， 
而 不 包含 任何 过 ,因为 没有 一 条 边 的 两 个 端点 都 和 忆 于 

再 来 着 看 图 .J0(b) 中 的 图 全 9 不 是 连通 图 但 是 不 
难看 出 ， 我 们 可 以 很 自然 节 把 邓 分 成 三 个 连通 子 图 ( 见 图 
二 1) SG Go Gs， 这 种 也 图 GH, Qs, Gs 都 称 为 图 G 的 连通 
分 支 . 


1 .28 ， 
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图 1.13 ”图 工地 

上 面 只 是 通过 一 个 例 了 于 讲 了 和 什么 叫 散 一 个 图 的 连通 分 
支 , 下 面 届 把 这 个 概念 比较 仔 纸 按 讲 一下. 

设 久 与 名 是 六 B= 沙 , 辐 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 ， 屠 
末 可 能 存在 一 条 以 “与 0; 为 端点 的 路 ,也 可 能 不 村 在 以 与 
久 为 端点 的 路 。 因 此 ， 我们 可 以 把 顶点 集合 玉 中 的 所 有 项 
点 分 成 几 个 子 集 合 ， 即 把 互 宪 之 间 有 路 相 过 的 顶点 分 在 一 个 
子 集合 中 (以 周二.14 为 例 ， 顶 点 集合 可 以 分 成 三 个 子 集合 
刀 6, 0, 中 ，{e, 了 站, {如 ),， 然后 淡 照 前 面 讲 的 形成 子 图 的 
第 二 种 办 法 , 让 每 一 个 这 样 的 子 集合 生成 一 个 子 图 ,这 样 生成 
的 子 区 就 叫做 图 他 的 连通 分 支 . 

注意 ， 如 果 一 个 图 Q@ 是 连通 的 ， 那 末 它 只 有 一 个 连通 分 
支 ， 反 过 来 , 如 果 避 只 有 一 个 连通 分 支 , 那 来 它 一 定 是 连通 
的 ， 


习 题 


设 =[V, 本 为 一 个 无 问 因 ,其 中 fo 0, a 6, 9 有， 
,B={1, 2 …, 8}, 并 E: 4 一 [o ol, 2=[a, 8], 3=Te, f], 4= 
Lf, £1, 5=[, 2], 6=[e, 8, 7=[f, 四 ,8 一 Fr EE, 
(4) G 是 不 是 还 道 的 9 
《3; 日 有 几 个 连通 分 支 ? 
(3) 设 由 = io 6 了 外 , 夯 出 开 生 成 的 子 医 [P43. 


283+ 


上 


二 .有 向 图 
4、 责 向 时 的 定义 


加 2. 中 画册 了 一 个 图 , 它 的 答 一 条 线 上 都 有 一 个 第 头 ， 
代表 这 条 线 的 方向 , 这 样 的 图 叫做 胡 向 妓 . 
和 和 无间 图 一 样 ,我 们 也 可 以 给 夺 疝 图 下 两 个 定义 ,一 个 是 
儿 何 的 ,一 个 是 抽象 的 . 


和 定义 .1 设 卫 一 {e 2 
a A Vn} 是 空间 中 个 点 的 集 
四 了 条 线 的 集合 , 如果 满 足 ， 

图 3 全 了 不 是 空 集合 


(2 44 的 每 一 条 线 以 信 中 的 一 个 点 为 起 点 而 以 男 
一 个 点 全 为 终点 (起 点 和 终点 统称 为 端点 ); 

(8) 万 的 任意 区 条 线 ,除了 起 点 或 终点 以 外 ,没有 上 其 他 的 
公共 点 ， 则 把 自 广 和 4 组 成 的 图 形 叫 做 一 个 有 向 图 ， 记 作 
了 克 , 4)， 尼 中 的 点 则 做 如 的 顶点 ， 且 中 的 回电 做 刁 的 
弧 . 

注意 ; 为 了 与 无 向 图 区 基 , 这 里 卫 =~ (FP， 4 用 的 古 圆 括 
号 。 

在 学 过 了 无 向 图 以 后 ， 表 来 学 有 向 图 的 这 个 “ 儿 何 的 " 定 
“ 24， 


义 , 就 比较 容易 了 ， 它 和 定义 .的 唯一 差别 就 是 ,在 无 向 图 
中 ,每 条 线 的 两 个 端点 的 地 位 是 一 样 的 ,而 在 有 向 图 中 ,两 个 
端 志 的 地 位 就 不 一 样 了 ,其 中 有 一 个 是 起 点 而 另 一 个 是 终点 。 
为 了 把 起 点 和 终点 在 图 上 表示 出 来 ， 只 要 在 每 一 条 线 上 通 一 
个 第 头 , 箭头 指向 这 条 线 的 终点 ， 例 如, 图 2.1 中 节 1, 箭头 
撕 向 vs, 所 以 2 的 终点 是 we 起 点 当然 是 oe 本. ， 

有 向 图 这 一 楼 念 也 是 从 生产 实际 中 产生 出 案 的 。 例如， 
研究 烘 道 网 时 , 在 每 一 条 渠道 中 , 水 只 能 沿 着 一 个 方向 流动 ， 
即 从 高 处 向 低 处 流 ， 又 如 研究 通讯 系统 , 电报 只 能 册 发 射 全 
发 到 接受 侣 ， 这 种 问题 ， 如 果 归 结 成 一 个 图 ， 一 般 都 是 有 向 
图 . 

和 无 向 加 一 样 ,一 个 有 向 图 也 有 三 个 要 素 , 就 是 ， 

(I) 顶点 集合 玉 

人 2) 弧 保 会 4; 

(3) 每 条 弧 以 哪 一 个 顶点 为 起 点, 以 于 一 个 巴 虚 为 终点 

知道 了 这 三 点 ,一 个 有 向 图 就 可 以 认为 是 完全 掌握 了 ,并 
且 种 前 两 一 样 , 也 一 定 可 以 画 帅 来 了 这样, 我 条 也 可 以 给 有 
向 图 下 一 个 抽象 的 定义 . 

定义 8.8 设 人 一 fw, ov 及 4= {a ae 
Gm} 是 任意 两 个 有 限 集 合 ,并 且 满足 ; 

(D 了 不 是 空 集合 ; 

(2) 每 一 全 由 E4 是 玉 的 一 个 有 序 元 素 对 (w。, ,并 
县 如 关 z 刚 称 和 也 这 一 对 集合 组 成 了 一 个 专 向 图 ， 记 作 
了 一 下, B). 

把 这 个 定义 与 定义 1.2 比较 一 下 ， 就 会 发 现 两 者 真是 只 
有 一 字 之 着 ,就 是 条 件 名 ) 中 的 “无 序 元 素 对 ”收成 了 “有 序 元 

上 - 


素 对 ”， 因 此 ,这 里 就 不 必 对 这 个 定义 多 加 说 明了 ， 请 大 家 结 
合 上 -- 章 定义 1. 工 与 定义 工 .2 自己 来 分 析 这 酶 个 定义 之 间 的 
关系 吧 . 


习 大 


1， 写 出 辕 2.1 中 的 有 向 网 的 三 个 要 素 . 
,中 Fan vo ab < 和 0, 
表 所 示 , 斌 所 也 面 出 天 . 


3， 已 知 有 向 图 也 
“1 每 条 红 的 起 终点 


2， 有 向 图 的 路 和 有 向 路 


和 上 一 章 一 样 ， 下 面 我 们 把 有 向 图 中 的 一 些 基本 名 词 的 
意义 解 妓 一 下 、 

设 了 D=《V, 及 是 一 个 宕 向 图 ,其 中 六 = {9-,， v9, …， tm}， 
着 {qs …, am} 如果 张 以 为 起 点 , 以 必 为 终点 ， 
就 记 作 a= 《vs, 2 (或 由 = ts, 四)， 福 意 ,这 里 用 的 是 加 新 
号 ,也 就 是 说 ，(ws， ?49) 是 有 序 元 素 对 . 

定义 2.8 设 吕 与 @ 是 卫 的 卫 条 统 , 并 且 有 : 

Tm ss we) = (Ws, 4), 

则 称 a 与 my 为 平行 的 ， 没 有 平行 弧 的 有 向 图 村 做 简单 有 向 
图 。 
* 26. 


例如 前 面 图 2.1 中 的 弧 aa 与 mo, 起 点 都 是 to, 终点 都 县 
各, 因此 是 平行 弧 ， 注意, 06 与 @1 不 是 平行 弧 . 

刘 果 = (eu 0， 我 们 就 说 Gi 是 从 全 出 发 面 指向 汪 的 
一 条 级 . 

定义 2.4 设 吾 - (4 是 一 个 有 向 可, 如果 把 它 的 每 
一 条 绝 的 方向 去 掉 ， 即 招 每 一 条 弧 看 成 一 条 边 (或 者 说 , 把 有 
序 泡 素 对 (as v0) 改 成 无 序 元 素 对 fo, 如)， 可 以 得 到 一 个 
无 血 图 , 巴 做 瑟 的 相传 元 向 图 . 

例如 型 2.2(@ 中 的 有 向 图 必 的 相伴 无 向 如 就 是 (5) 中 
的 无 向 图 9 注意 , 虽然 图 2,2(a) 中 的 力 是 简单 的 , 却 它 没 
有 于 行 弧 , 但 它 的 神 伴 无 员 图 却 有 平行 边 . 
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下 面 来 讨论 一 下 , 与 无 向 网 中 的 路 , 轿 , 子 图 等 等 相似 的 
一 ' 些 概念 ， 

首先 ， 子 图 和 支撑 子 图 的 概念 可 以 完全 类 似 和 于 无 向 图 那 
样 来 定义 , 这 里 不 细 讲 了 . 

其 次 , 在 入 向 图 中 , 要 区 别 两 种 不 同 的 路 和 回路 。 

定义 2.5 设 卫 = (V4) 是 一 个 有 向 图 ， 

罗 一 {4 镁 ， 的 ， 

是 一 个 由 必 的 顶点 和 边 组 或 的 序列 ， 


1 如 共有 ; 性 一 (本 ,0 多， 到 一 的) 号 -1 天 - 


“27, 


钧 ， 就 称 罗 是 一 条 从 臣 到 以 的 有 向 路 ， 如 具名 = 性 则 称 
了 是 一 条 有 向 回路 . 
2. 和 如果 有 : 中 一 (0 29) 或 (v5, 22)， 


他 一 《 乌 ， 坎 ) 或 《 功 ， 0)， 


Qi 一 《Va 馈 ) 或 Co 号 -Di 
就 称 乡 是 一 条 路 ,如果 名 一 VW 则 称 p 是 一 条 回路 . 
图 2.8(q) 与 (6) 分 刻 是 有 疝 略 与 路 的 示意 图 注意: 在 
有 向 图 中 同时 训 路 与 有 向 路 的 概念 . 有 向 路 一 定 也 是 路 , 但 
是 , 反 过 来 不 对 , 即 路 不 一 定 是 有 向 路 . 
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例如 在 图 2.4(a) 的 卫 中 ， 

Pi1~ {V1, 1, Va, Wa, Va, sy Vs} 
是 一 条 有 向 路 ; 

Po {Vs, ao Ya, Gs, Vs, as, Ve, ao, 2 
是 路 而 不 是 有 向 路 ， 

Ps— {vs, Gr, vo, 06, Vs, as, 04} 
是 一 条 有 向 回路 . 

有 向 路 这 一 概念 的 实际 意义 是 很 明显 的 ， 例 如 我 们 把 图 
2.4(@) 中 的 卫 看 成 一 个 公路 网 ,每 条 纺 代 表 一 条 只 可 以 单 向 
行车 的 路 , 那 来 , 沿 着 有 向 路 px 就 可 以 从 细 走 到 we 而 沿 着 
路 ps 是 不 能 从 集 走 到 vs 的 。 . 

。28 。 
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让 我 们 对 大 向 图 中 的 路 这 一 个 不 念 作 一 些 进 一 步 的 分 
桥 。 询 如 峡 才 说 了 ,在 图 3.4() 的 卫 中 , ps 是 一 条 路 (但 不 
是 有 向 路 ),， 和 如果 撕 ps 中 的 弧 分别 换 成 它们 在 卫 殉 相 件 无 向 
图 GG ( 见 图 2.4(0)) 中 对 应 的 边 , 时 将 号 换 威 6 % 换 成 
6&4， 这 时 ,Pe 就 变 成 : 

= {v1 et， 4 Ys, 65, Ye, C0, Le} 

很 时 然 , 候 是 信 的 一 条 跨 . 反 过 素 , 假设 先 有 他 锅 生意 一 繁 
路 ， 如 果 灌 这 条 路 中 的 边 都 搞 成 妈 中 与 它们 对 应 的 弧 ， 就 也 
可 以 每 到 了 的 一 条 路 ， 因 此 , 我 们 也 可 以 把 有 向 轿 的 路 定义 
成 : 

设 ; 下 一 区 
是 有 向 图 如 = (F，J 中 的 一 个 由 顶点 和 弧 组 成 的 序列 , 它 县 
有 下 述 性 质 ， 如 果 不 看 台 的 方向 ( 即 把 妇 欣 成 相伴 无 向 图 中 
的 oD, 就 是 相伴 无 向 图 中 的 一 条 路 , 侧 称 5 为 卫 的 一 条 
路 - 

上 面 对 路 的 定义 的 分 析 , 主要 吓 想 说 明 一 个 问题 ,就 是 对 
于 有 南 图 来 说 , 有 许多 概念 可 以 延 过 它 的 料 习 元 沿 疼 来 定 义 ， 
例如 路 就 是 ， 这 科 者 念 本 质 上 还 是 属 于 无 向 图 的 .但 是 也 有 
一 些 概 念 却 是 有 向 图 记 特 有 的 ,例如 有 向 路 就 是 , 这 一 观点 下 
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知 常 常 要 用 到 ， 

在 有 向 图 中 , 也 可 以 定义 简单 路 , 简 益 布 向 略 , 初级 有 向 
略 ,初级 有 向 回路 < 即 有 有 向 再) 等 , 这 些 都 不 细 讲 了 ,请 大 家 区 
照 闭 无 徊 图 药 情 况 考虑 这 些 概念 点 该 怎样 定义 ， 另外 , 和 无 
向 图 中 相似 , 在 写 有 向 路 时 ,可 以 只 写 专 向 路 中 出 现 的 弧 , 而 
当 考 虑 入 单 图 时 , 也 可 以 只 写 识 点 ， 


习 是 
十， 考虑 一 下 , 杰 有 疝 图 下 应 该 如 问 结子 图 ， 支 济 子 图 ， 简 单 有 向 
路 , 祝 级 有 向 路 等 摄 念 下 定义 . 
证 明 : 设 吕 是 从 包 到 册 的 有 疝 路 ,但 不 是 祝 级 有 向 路 ， 划 一 定 
可 以 从 中选 出 一 部 分 顶点 和 弛 , 组 成 一 条 从 名 到 如 区 初级 有 上 路 


3. 强 连通 性 


在 有 向 图 中 ,也 要 考虑 两 种 下 局 的 连 肥 性. 

定义 多 .6 ”如果 有 向 图 也 = (V4) 的 相伴 无 向 图 是 连 
通 的 ,就 称 刀 是 连通 的 ， 

显然 ,这 又 是 一 全 利用 相伴 死 向 图 来 定义 的 概念 ,例如 下 
2.5x4) 中 的 有 向 图 是 连通 的 ， 而 (5) 中 的 大 向 图 就 是 不 连通 
的 ， 

连通 分 支 概念 也 可 以 利用 相伴 无 向 图 来 定义 ， 这 里 就 不 
和 仔细 讲 了 。 例如 图 2.5(3) 目的 了 图 有 三 个 违 通 分 支 . 

更 加 重要 的 是 一 种 与 方向 神 有 密切 关系 的 连 村 人 性 ， 叫 做 
强 连通 性 ,在 讲 强 连 道 性 以 前 , 先 介绍 另 一 个 重要 的 概念 

定义 2.7 设 儿 与 是 有 向 图 力 ~= (V4) 的 两 个 顶 虑 ， 
和 如果 存 在 一 条 从 所 到 上 的 有 向 路 ， 就 说 由 w 可 这 w， 如 果 
35 。 


图 2.5 
电信 可 达 a3， 同时 由 全 可 达 Vi， 则 称 夸 点 名 与 纪 是 互 要 可 
达 欧 ， 比 外 我 们 也 认为 每 一 个 项 点 oi 可 达 t 亲身 . 

例如 在 图 2.5(a} 的 有 向 图 中 ,由 * 可 达 图 中 所 有 的 项 
版 , 由 22 可 达 t4、 Vs 及 v2 本 身 , 而 则 名 只 可 达 we 自己， 如 
此 这 个 图 代表 的 是 一 个 总 道 网 ， 而 且 水 只 能 沿 着 箭头 的 方向 
流动 ， 那 末 如 果 由 顶点 +; 可 达 顶 点 ww 水 就 能 够 从 全 流 到 
Wy, 

定义 8.8 设 卫 ~ (FF, 四 号 一 个 有 向 疼 ， 让 果 卫 的 任 
意 两 个 不 同 的 项 点 % 与 都 是 互 相 可 达 的 ， 则 称 了 是 一 个 
强 连 通 图 ， 

定义 2.8 也 可 以 说 成 是 , 如 果 对 于 有 向 医 如 的 任意 两 个 
不 同 的 顶点 入 与 %5 魔 存在 从 从 到 % 的 有 向 路 , 也 存在 从 沪 
到 号 的 有 向 路 ,就 称 力 是 强 连通 的 . 

例如 图 2.6<4) tc) 中 的 肪 与 DD 都 是 强 连通 的 (请 大 家 
自己 失 查 一 下 )》, 而 图 3.6( 妇 中 的 DD, 就 不 是 强 连 甬 共 人 注意 ， 
它 是 连通 的 | ), 因 为 不 存在 从 8 到 & 的 有 向 路 . 

与 连通 分 支 概念 类 伏 , 在 有 向 图 中 可 以 研究 强 连 通 分 支 . 
拿 图 2.615) 中 的 DD 来 说 , 它 不 是 强 连 到 的 ,但 蚌 , 我们 可 以 
从 图 中 访 出 一 些 强 连 通 的 子 图 来 ， 办 法 和 上 一 章 中 找 连 通 分 

=。 31 。 
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支 类 似 , 就 是 : 首先 , 把 所 有 顶点 分 分 类 , 即 把 硕 点 集合 分 成 儿 
个 子 集 合 ,把 互相 可 达 的 顶点 都 分 在 同一 个 子 集 合 中 ， 例 如 ， 
先 考 虑 顶点 o 看 看 有 了 娜 些 顶 点 与 & 互相 可 达 , 不 中 看 出 , 只 
有 9 与 4 互相 可 法 , 因此 {z, 9} 是 一 个 子 集合 ; 再 取 一 个 不 
属于 上 述 子 集合 的 硕 友 , 例 如 到 顶点 ,与 .5 号 a.5 与 了 
都 互相 可 达 ( 这 时 , 0 与 6, 6 与 等 等 一 定 也 都 互相 可 达 ， 
想 想 看 ,为 什么 ?), 因 此 ,又 可 以 得 到 一 个 子 集合 tb, 5, 5, 用 ， 
还 剩 下 一 个 硕 点 8 了 ,不 玲 看 出 , @3 与 任何 别 的 顶点 都 不 互相 
可 硫 , 因 此 ,# 一 个 顶点 斌 构成 一 个 子 集合 {中 , 这样 ,我 们 就 
把 芒 的 项 点 集合 分 成 三 个 现 岗 没 有 公共 顶点 的 子 集合 
P={%, 9, Ve= {0, 0, 6, 及, Vs= {a}, 

然后 , 让 每 一 个 上 述 的 这 鸡 子 集合 生成 一 个 卫 的 于 图 .例如 
了 3 此 成 的 子 图 [V3] 包含 顶 点 &, 9 以 及 起 点 和 图 点 莉 属 于 
及 的 所 有 疆 ， 这 里 就 是 弧 工 和 2 同 理 可 以 得 到 [V's], [Fs] 
( 兄 圈 2.?)， 这 样 得 到 的 子 图 [F，[PFa]，EFs 就 叫做 承 米 
有 向 辆 的 强 连 通 分 支 ， 

上 面 通过 一 个 例子 说 明了 什么 叫 强 连 通 分 支 ， 一 般 悄 况 
。 89 ， 


2 © 3 
[ry TFT Ta 
图 2.7 


也 是 完 会 相似 的 , 这 里 就 不 细 讲 了 ， 

应 该 注意 ， 无 向 图 申 讲 的 连通 务 支 忌 这 里 的 召 连 通 分 支 
有 一 个 程 大 的 区 别 , 就 是 , 在 无 向 图 中 , 每 一 条 边 至 少 属于 一 
个 连通 分 支 ,而 现在 , 却 并 不 是 每 一 条 强 都 属于 一 个 强 连 洒 分 
文 , 例 如 , 图 2.602) 中 的 弛 3, 4, 9，10 就 不 属于 任何 剖 连 通 
分 支 。 


习 题 


找 出 下 面 两 个 有 应 图 的 所 有 强 连通 分 支 ， 指出 哪些 弧 丰 局 于 任何 
强 连 到 分 支 ， 


本， 对称 有 向 图 , 有 向 图 与 无 向 图 的 关系 


上 一 章 与 这 一 章 分 别 讲 了 无 向 图 与 有 向 图 的 定义 和 一 些 
33 。 


基本 概念 ， 最 后 再 来 讲 .下 这 两 种 加 之 间 的 关系 , 为 吃 , 先 米 
诗 一 下 什么 叫做 对 称 有 向 图 . 

定义 &.9 设 五 - (FA 为 一 个 有 向 图, 4 与 是 加 

的 两 条 弧 , 如 果 有 , 
-es 0 y= Ue, Ve) 
则 称 基本 前 反 向 级 (当然 @ 也 是 w 的 反 庙 弧 )， 

定义 .了 0 设 了 = 0, A) 是 一 个 简单 有 向 图 《 印 没 有 
平行 弧 的 有 疝 图 如果 的 每 一 条 弧 都 有 反 向 弧 , 就 称 五 是 
一 个 对 称 的 有 向 国 . . 

对 称 有 诬 图 的 特点 是 , 淹 个 顶点 之 癌 如 晤 有 继 相 连 , 一 定 
是 两 条 , 并 且 方 向 相反 (不 会 多 子 两 条 , 否则 就 不 是 简单 有 向 
到 了 )， 创 如 图 2.8<z) 中 画 的 就 是 一 个 对 称 有 向 图 ， 这 多 图 
的 重要 之 处 在 于 ,我 们 可 以 把 一 个 对 称 有 向 图 看 成 一 个 元 向 
攻 即 招 两 条 互 为 反问 弧 的 强 看 成 一 条 沁 苛 边 ( 吕 外 3.857)， 
这 种 做 法 是 有 实际 意义 的 ， 例 如 当 我 们 用 图 来 代表 一 个 公路 
阅 时 ， 这 时 图 上 的 无 向 边 代表 一 条 两 个 方向 都 能 行 驮 车 辆 的 
咖 , 而 有 向 弧 则 并 天 内 能 单 房 行驶 的 共 , 因 此 当 一 条 有 向 织 有 
反 向 弧 时 ,就 表示 这 一 段 路 上 彰 两 个 方向 都 能 走 , 序 庚 襄 相 当 
于 一 条 双向 可 行 的 器. 

及 过 来 ,我 们 站 可 以 把 一 个 无 向 图 短 成 一 个 对 称 的 有 向 
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图 , 即 把 每 一 条 无 向 边 看 成 两 条 方向 相反 的 有 向 张 . 

册 此 可 以 得 出 这 样 的 绪论 “每 一 个 无 向 图 都 可 以 看 成 是 
一 个 有 向 图 ”， 办 法 就 是 把 每 一 条 无 向 边 都 看 成 两 条 有 向 弧 。 
这 么 一 说 , 大 家 可 半 会 产生 这 样 的 印象 , 用 不 到 研究 无 向 图 ， 
上 只 要 研究 有 问 图 就 够 了 这 种 看 法 倒 也 未 必 正 确 ， 因 为 一 方 
而 ,把 一 个 泡 向 图 中 无 向 边 都 画 成 两 条 弧 来 研究 ,有 时 不 如 直 
接 研 究 无 河 图 来 得 方便 ; 另 一 方面 ,在 图 论 中 , 有 些 概 念 从 本 
质 上 来 说 是 与 方向 无 关 的 (这 一 点 前 面 已 经 多 次 混 到 过 了 )， 
把 这 种 概念 , 以 及 与 这 些 往 念 有 关 的 定理 等 等 , 作为 无 向 加 的 
内 容 来 研究 , 一般 来 说 ,常常 会 显得 更 自然 些 , 

有 时 ， 在 过 到 象 图 2.9(@) 中 西 的 那 次 不 对 称 的 有 向 图 
时 ,为 了 方便 ,我 们 把 两 个 顶点 之 闻 的 一 对 方向 相反 的 强 约 简 
为 一 条 无 向 边 ， 这 样 就 得 到 一 个 既 有 有 向 省 ， 又 有 无 向 边 的 
“混合 图 ”了 ( 见 图 2.93))}。 这 里 强调 说 一 下 ,以 后 见 过 到 泥 
合 图 时 ， 我 们 都 把 它 理解 成 本 来 是 一 个 有 向 图 ， 只 此 为 了 方 
便 ,把 它 的 兰 干 对 有 向 弧 画 成 无 向 边 了 . 
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医 2.9 外 


有 关 图 论 的 基本 知识 , 就 暂时 讲 到 这 蛙 。 下 一 章 开 始 转 

入 这 本 书 的 主题 ， 就 十 讲 图 论 中 的 各 种 极 值 同 题 和 它们 的 解 

法 。 在 讲 各 区 极 值 间 题 时 , 还 需要 用 到 另外 一 些 疼 论 中 的 概 
念 和 定理 ,这些 就 分 散在 以 后 的 各 章 中 随 用 随 讲 了 . 
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三 、 最 短路 问题 
工 什么 是 闽 超 路 问题 


从 这 一 章 开 始 , 每 一 章 讲 一 个 图 论 中 苓 极 值 问题 ， 这 一 
章 先 迁 一 个 比较 简单 位 又 其 很 重要 的 问题 ， 就 是 最 短路 问 
题 . 

让 我 们 先 把 最 得 路 问题 的 所 法 明确 一 下 : 

.未 有 向 图 上 的 最 组 有 向 路 问题 ， 设 = 《请 44) 是 一 
个 有 向 图 ， 它 的 每 一 条 张 媚 都 有 一 个 详 负 的 长 度 ia)。 在 
全 中 指定 了 两 个 硕 点 与 we 要 求 招 从 w 到 沁 并 且 长 度 最 
小 的 有 向 路 找 出 来 

2. 求 无 向 图 上 的 最 组 (无 向 ) 路 问题 , 设 你 = [天 吾 ] 是 
一 个 无 向 图 ， 它 的 每 一 条 边 4 都 有 一 个 非 负 的 长 度 fee), 在 
位 中 指定 了 两 个 项 点? 与 1, 要求 把 连接 如 与 入 并 如上 长度 
最 小 的 《无 向 ) 路 找 出 来 . 

上 面 两 个 问题 都 可 以 称 为 最 沽 路 问题 。， 很 容易 看 出 , 这 
两 个 向 题 都 有 着 大 量 的 生产 实际 省 景 ， 事 实 上 , 大 至 海 、 陆 、 
空 各 种 运输 ,小 至 一 个 人 每 天 上 班 , 都 会 过 到 二 短路 问题 。 正 
因为 它 用 处 大 , 府 以 近 二 、 三 十 年 来 国内 多 对 这 个 问题 进行 了 
不 仿 研 究 , 也 找到 了 许多 比较 好 的 计算 方法 . 

有 趣 的 是 ,有 些 忆 题 ,从 天 面 上 看 与 最 短 器 问题 没有 什么 
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关系 ,起 也 可 以 归 猪 为 最 短 此 区 题 。 下 面 就 来 举 一 个 这 群 的 
例子 . 
[ 例 堪 流 河 可 题 ， 一 个 人 带 了 一 只 狼 、 一 只 羊 和 一 村 
自 到 骸 要 过 河 , 珂 上 有 -一 只 芷 木船 , 每 次 除了 人 只 外 ,只 能 带 
一 举 东 正 ， 另 外 . 如 果 人 不 在 旁 时 ,外 趟 要 旋 羊 , 羊 就 要 吃 自 
菜 ， 问 应 该 怎样 安排 沪 河 , 才能 铀 到 既 把 叶 有 东西 都 带 过 河 
去 ,耐用 在 河上 米 回 的 次 数 又 景 少 ? 
当然 .这 个 问题 不 用 图 论 也 能 解决 .大 家 一 腿 就 能 看 出 ， 
第 一 次 应 该 带 普 羊 过 河 , 让 独 和 犁 蔷 留 下 , 以 下 怎么 法 法 , 请 
大 家 考虑 ， 
下 面 就 来 计 一 下 , 怎 祥 失 这 个 问题 苇 化 成 最 短路 问题 . 
我 要 用 戏 代表 人 ,全 代表 狼 , 代表 羊 , 术 代 朗 白 菜 ， 
开始 时 , 没 人 和 其 他 三 样 东西 都 在 条 的 左岸 , 这 种 情况 ,我们 
月 下 WSF 来 表示 又 例如 和 人 带 了 革 流 到 河 的 右岸 去 了 ， 这 
时 左岸 留 下 了 狼 和 白菜, 这 种 情况 就 用 矿 广 来 表示 。 大 家 起 
想 看 MMS 表示 什么 ? 纺 照 苗 面 讲 的 ， 应 该 玫 示 人 《于 ) 狼 
下) 半 09) 在 左 嵌 而 白 汪 (7) 在 古 岸 这 种 情况 . 那 来 总 共 证 
能 有 有 儿 种 多 次 的 情况 昵 ? 如 困 不 管 狠 是 耕 吃 羊 、 羊 是 否 吃 白 
菏 , 屠 末 总 共有 8 种 情况 ,它们 分 别 是 : 
MWBV, BMWS, MWP, MSV, 
Wasp, MF, MS, MPF, 
WS, WF, BSW, A, 
瑟 ， 8， 了 ， 4 空竹 
例如 了 8 家 示人 和 羊 在 左岸 ， 而 狼 和 和 白 沫 在 右岸 ; 四 表示 左 
岸 基 空 集 , 即 和. 狼 . 羊 ,白菜 者 已 渡 到 右 嵌 去 了 ， 答 查 一 下 就 
可 以 知道 ， 这 芭 种 情况 中 有 6 种 情 阅 是 不 允许 出 规 的 ， 就 
"+ 


是 ; 邢 SP，MT， HP， WS, SF， 如， 出 如 站 SP 洒 东 狼 、 
羊 、 自 菜 都 在 左岸 而 人 在 右 举 , 因为 人 不 在 旁边 看 着 , 狼 就 要 
吃 羊 , 羊 世 要 吃 吉 业 ; 又 如 玫 六 乾 东 人 和 和 白 业 罕 左 岸 , 而 狼 和 
羊 在 右 峙 ,当然 也 起 不 行 的 。 因 混 , 允许 出 现 的 情况 只 有 10 
种 。 

现在 我 们 就 来 构造 一 个 阁 GH ( 见 图 8. 切 ， 它 的 顶 坊 就 是 
这 10 种 情况 , 9 中 前边 是 按照 下 述 原则 来 连 的 , 如 果 傅 况 甲 
经 过 一 次 波 竺 可 以 变 成 情况 乙 ， 那 未 就 在 情况 甲 与 乙 之 间 连 
一 条 边 . 


SF MWS MWV JS MS 
8 MW 


医 8.1 


例如 ， 寻 WSF 经 过 一 次 渡河 可 以 变 成 形 记 (人 带 着 羊 过 
河 ,左岸 留 下 狼 和 白菜 ), 又 合 如 下 WT 经 过 一 次 渡河 可 以 变 
为 到 《人 带 着 白菜 过 河 , 留 下 狼 ), 或 变 为 广 ， 当 然 反 过 来 ,天 
也 可 以 变 为 本 FV《 人 人 带 著 吉 菜 从 右岸 返回 左岸 )。 

作 昌 了 图 全 以 后 ,渡河 问题 就 归结 为 下 述 问题 了 ;“ 在 图 
全 中 我 一 条 运 接 顶 点 型 下 与 菲 且 包含 边 数 最 少 的 
路 "， 训 果 我 们 设 全 的 每 条 这 的 长 度 都 大 二 那 未 也 可 以 把 
渡河 问题 归结 为 “ 找 一 条 连接 型 本 SF 与 区 的 最 经 路 

请 大 家 试 试 ,在 图 3.1 中 找 一 条 连接 用 FSF 与 由 的 最 
短路 , 并 且 按 转 找 出 的 路 来 给 出 谈 河 问题 的 -个 答案 ， 

大 家 也 许 会 认为 ,这 个 渡河 问题 二 来 就 不 很 难 ,把 它 转化 
成 图 论 问题 , 例 相 当 麻烦 , 次 什么 好 处 呢 ? 其 实 这 种 做 法 还 是 
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很 有 好 处 的 ， 因 为 在 转化 前 ,起 解决 波 河 门 古 , 只 能 用 凑 的 办 
法 ,或 者 最 多 是 途经 验 ， 而 转化 成 降 论 问题 以 后 ,就 可 以 用 一 
种 系统 的 方法 来 解 鼎 了 . 

最 后 ,还 要 指出 一 下 , 求 域 短 有 向 路 和 求 最 短 无 向 路 这 黄 
个 问题 是 密切 关联 的 ， 下 面 将 看 到 , 求 最 短 有 向 路 的 计算 方 
法 也 可 以 用 来 求 最 短 无 向 路 。 因 此 ， 我 们 将 在 下 一 小 节 中 沈 
介绍 最 短 有 向 路 的 求法 , 以 后 再 讲 匹 向 图 上 最 短路 的 式 法 . 

另外 ,在 这 一 章 中 ,我们 假设 遇 到 的 昼 SS 都 是 简单 画 ， 这 
样 航 发 是 合理 的 ， 氏 为 如 果 G 有 平行 必 或 平行 边 ， 侧 如 有 和 这 
所 条 从 w 剖 %; 列 牟 . 那 末 很 显然 , 可 以 把 这 些 弧 中 最 得 的 一 
条 角 下 ， 其 余 指 都 去 掩 ， 然 后 在 剩 下 的 简 益 图 上 再 来 求 从 tw 
到 汪 的 最 短 有 向 路 、 因 为 人 是 简单 图 ， 所 以 每 一 条 上 路 被 
它 的 起 点 m4 与 终点 必 唯 一 决定 , 因此 , 下 面 我 们 就 用 row wo) 
或 &&, 办 来 表示 一 条 弧 , 用 Lu, 呵 或 [i 及 来 表示 边 , 面 用 
7 办 来 表示 弧 或 边 的 长 容 。 


2. 求 最 短 有 向 路 的 标号 法 


这 一 节 介 绍 一 科 求 有 向 图 上 最 短 有 向 路 的 方法 ， 省 做 标 
各 法 。 所 谓 坏 号 , 我 们 是 指 与 图 的 得 一 个 顶点 对 应 的 一 个 数 
{ 或 几 个 数 )、 例 如 设 全 = <F，4) 的 顶点 集合 是 六 一 vy, ws， 
… 名} 如 果 我 们 能 使 o 对 应 一 个 数 35(D，w 对 应 数 世 2， 
对 应 获 5 ， 那 末 , 这 些 数 30) 就 称 为 m 的 标号 , 当 
然 , 在 不 同 的 襄 题 中 ,标号 8 避 一 般 代表 不 同 的 意义 . 

回 到 我 们 要 解决 的 最 短 有 向 路 问题 二 来 ， 为 确定 起 郧 ， 
我 们 设 um= 9 上 一 也 就 是 说 我 们 概 找 的 是 从 全 到 邮 的 
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最 乱 有 有 奖 路 ， 下 部 介绍 的 方法 可 以 把 从 四 到 他 前 每 一 个 顷 
点 包 的 最 短 有 疝 路 都 求 出 来 (或 者 指出 不 存 在 从 上 到 了 的 
有 向 路 , 即 w 不 可 这 号) 

我 们 把 连 个 计算 分 成 著 干 " 团 " 来 进行 (~ 个 “ 轮 ” 就 是 一 
个 大 步 ) ,每 一 轮 中 ,将 求 出 和 4 到 某 一 个 质点 包 的 设 憩 夏 以 及 
这 条 最 短路 的 长 度 5( 闪 ， 我 们 把 5 (办 就 到 做 顶点 W 的 标 导 . 
民 现 调 一 ,请 大 家 记 住 , 价 点 的 标号 代表 的 是 V4 到 负 的 
最 组 路 的 长 度 。 另 外， 如 果 说 起 “顶点 %; 已 经 有 标号 了 "或 
;是 已 标 革 点 ”就 意 奈 着 从 v4 到 的 最 短路 以 及 这 条 最 短 
路 的 长 度 都 已 经 求 出 来 了 . 

计算 开始 时 , 令 8CD = 0, v4 变 为 已 标号 点， 洪 余 顶点 都 
是 未 标号 点 ， 这 样 做 的 党 义 很 清楚 ,因为 5( 办 代 才 从 由 到 
v1 的 最 短路 的 长 度 ， 当 然 不 用 计算 就 可 以 知道 ， 它 应 该 等 于 
0. 

如 果 计 算是 在 一 张 央 上 进行 , 那 末 我 们 可 以 在 顶点 % 旁 
边 写 一 个 数 0 并 用 匀 深 的 赢 色 写 ,表示 这 是 01 的 标号 并 且 
已 算出 。 例如 磷 求 下 面 图 3.2 
的 图 他 中 从 wi 到 w 欧 最 短 有 
向 路 ， 那 来 在 开始 计算 时 应 该 
在 名 旁边 写 一 个 0. 

每 一 轮 计算 可 以 分 成 下 面 

网 3.3 几 个 步 又 ， 

步 台 1 于 昌 所 有 具有 下 述 福 挝 的 红 (6, 让: 起 点 也 是 
已 深 号 点 而 终点 vy 基 未 标号 点 ， 如 果 这 样 的 弧 不 存在 , 计算 
结束 . 

以 图 3,2 为 例 ， 在 进行 第 一 元 计算 时 ， 这 样 的 弧 共 有 三 
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条 ,就 是 人 3、 中 (1, 纪 ， 
步骤 2 对 于 步骤 二 中 找到 的 每 一 条 弧 他 力 ， 计 算 一 个 
数 ; 
下 人， 办 一 51, 办 
(和 如果 这 个 (i, 及 在 前 面 备 轮 计算 中 已 经 算 过 ， 就 不 必 
再 算 ) 也 就 是 说 : £4, 办 等 十 红 (i, 内 的 起 点 的 标号 加 上 强 
的 长 度 。 把 算出 的 Gi, 六 的 值 就 写 在 浙 (i, 分 的 旁边 ， 并 
在 数 的 外 夯 凑 上 一 个 方 托 号， 然后 找 出 使 kG, 们 最 小 的 骤 
《0, 中 {如果 有 好 几 条 弧 都 使 上 %, 办 达到 最 小 , 可 任 取 一 条 )， 
在 图 3.2 中 ， 
BL, = BD + HD=0+8=8, 
El, BhD HULL B=046=6 
,和 一 (了 十 HK 4) -042=2, 
使 (i 办 节 小 的 纺 是 人 全、 
步 又 3 把 扳 (0, 中 血 成 粗 线 ,把 天 点 氏 变 为 已 标号 点 ， 
令 2 的 标号 5( 中 就 等 于 to, 9)， 这 一 轮 计算 结束 . 
在 图 8.2 中 , 应 将 驱 (上 有 加 粗 ， 醒 点 全 得 到 标号 
(全 -人 1 有 一 号 ( 见 图 3.3) 
在 一 轮 计算 缚 来 后 ， 应 该 
检查 一 下 ， 是 不 是 所 有 顶点 都 
得 到 标号 了 , 如 只 是 的 , 那 来 整 
个 计算 就 结 来 了 ; 如 果 不 是 , 即 图 3.3 
还 有 未 未 号 的 顶点 ,就 转向 下 一 输 计算 ( 即 再 从 步骤 十 开始 计 
算 )， 
例如 对 图 3 .3 继续 进行 第 二 轮 计算 如 下 . 
阔 蚤 1 二 有 4 条 扳 具 有 “起 点 已 款 号 ， 终 虑 未 标号 ”这 一 
， 弛 ， 


性 质 ,它们 是 全 9), 人 ，( 9， (4 全， 

步 驹 名 计算 出 : 

kt4, 3) =2+3=5, 
£(4, 的 一 2 十 2 一 出 

h(1, 2 一 8 与 (1 3)=6 在 前 一 轮 中 已 经 标 扩 ,并 已 记 
在 弛 的 旁边 了 ， 故 不 必 再 算 ， 旦 小 的 是 (4 6) = 如 所 以 使 
hb, 办 最 小 花红 是 (4, 6). 

沙 又 8 把 弧 (4, 的 加 粗 , wo 成 为 已 标号 点 ， 

5(6) 一 (4 人 一旦 
也 虑 是 说 ， 到 ve 的 最 短 有 网 路 已 经 找到 了 ， 就 是 p= {v1 
9s， Wo}, 它 的 长 度 是 4( 见 图 3.3) . 

在 第 三 轮 计 算 中 ， 医 为 已 标号 虚 有 名, ww, ve 三 个 ， 步 
聊 1 中 考虑 的 狐 将 有 6 条 , 凤 (, 2), (I, 8), (4, 3), (6, 2), 
(6, 5)，(6, 7) ,对 应 的 上 (1 2) 一 8, 上 £01, 吕 一 6, 上 (4 的 = 忆 
,为 = 了 (6, 5) 一 14, (6, ?) =18. 最 小 的 是 Ed 中 
5, 因此 应 该 把 弧 《4, 3) 训 粗 ， 并 且 让 顶点 加 得 到 标号 
808) = 韦 . 

继续 做 下 去 ,在 进行 了 六 轮 计算 后 (请 读者 自己 做 一 遍 )， 
麻 有 顶点 都 得 到 了 标号 【 兄 吕 3.4 得 到 标号 的 次 序 是 oo 
2 Va Va Wr， 证)， 从 图 3. 可 以 看 出 从 大 到 vr 的 最 短 有 
向 路 的 长 庆 是 18, 并 且 最 撼 有 问 路 是 ， 

和 = fo V4 3 
从 全 到 其 他 顶点 的 最 短 有 向 路 也 都 找 出 来 了 ， 例 如 众 全 到 
t5 的 最 短 有 加 路 的 长 训 是 7 最短 有 向 聊 是 

Ps= ob ou Vs, wo}, 


+ 2 


图 3.4 


在 这 个 岗子 中 ， 如果 我 们 只 要 求 9 到 当 隐 景 短路 , 屠 末 
也 可 以 在 和 得 到 标号 后 ,就 结束 计算 , 从 而 省 法 了 最 后 一 轮 
计算 . 

如 果 在 计算 结束 时 ， 还 有 
一 些 点 没有 得 到 标号 , 那 末 ,可 
以 肯定 , 从 m1 到 这 些 点 的 有 疝 
路 是 不 存在 的 (下 一 节 还 要 证 
明 这 一 点 )， 例 如 ,对 于 图 3 避 
中 的 图 ， 已 经 进行 了 三 轮 计算 ，wt wg, ?at 四 个 项 点 得 到 
了 标号 ,在 进行 第 四 轮 计 算 册 ,因为 不 存在 起 点 为 已 标号 点 而 
终点 为 末 宗 号 点 的 弧 , 故 应 结束 计算 . 但 顶点 刀 与 四 还 没 
有 得 到 标号 , 因此 ,按照 前 面 讲 的 可 以 表 定 , 不 存在 从 信 到 ws 
条 名 到 澡 的 有 商 路 ,读者 可 以 看 册 , 图 中 v4 到 vy 确 实 没 有 有 
有 向 路 . 

图 3.6 中 面 的 是 上 面 讲 的 计算 方法 的 框图 ， 

在 讲 这 个 方法 的 证 明 以 前 ,请 六 宕 先 履 几 个 练 避 ， 把 
这 个 方法 掌握 得 比较 熟练 以 后 ， 再 学 习 证 明 就 赛 易 得 多 
了 , 


23 ， 


求 所 有 起 点 已 标号 ,终点 未 标 


对 于 吾 中 的 每 一 条 弧 G, 力 ， 
出 使 但 最 小 的 弧 (6, 全， 


将 绝 (而 加 杷 ， 今 | 
(6, 由， os 成 为 忆 标 号 点 


有 未 标号 的 顶 


开始 : 
令 b(D =0, 
1 为 已 标号 点 . 
二 


号 的 弧 的 集合 也 B 是 不 是 空 
集合 ? 

工大 
计算 8 力 =bDTIG 从 , 求 


今 b(D 


二 


芋 ， 求 下 图 中 从 实 到 各 个 顶点 的 最 乌有 向 路 ， 如 果 只 要 求 出 拉 到 


图 3.6 


习 题 


ve 的 最 短 有 向 路 , 可 以 少 进行 几 轮 计算 ? 


23. 求 下 图 中 从 久 到 其 他 顶点 的 最 短 有 癌 路 ,指出 对 于 忆 来 说 , 哪 


些 顶 点 是 不 可 达 的 ， 


"dd: 
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《第 1 题 ) (第 2 如) 
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3. 标号 法 的 证 明 


法 在 就 来 证 明 上 节 讲 的 奈 号 法 是 正确 的 、 应 该 注意 , 证 
明 一 个 方法 是 “正确 的 ， 和 孔 何 中 证 明 一 个 定理 成 立 有 点 不 
一 样 、 几 何 中 的 定理 ， 需 变 证 明 的 结论 是 什么 ， 写 得 清 清楚 
楚 . 但 是 为 了 深 朋 一 个 方法 是 正确 的 , 应 该 证 明 些 外 么 嘱 ? 答 
入 不 很 明确 。 因此 必须 先进 行 一 些 分 析 , 看 看 证 明了 哪些 结 
沦 以 后 ,小 可 以 太 胆 地 说 “这 个 方法 二 下 确 的 

辣 想 一 下 圭一 节 讲 的 方法 ,不 难看 出 ,我 们 应 该 证 明 下 疝 
两 个 结论 : 

1. 设 在 某 一 轮 计 算 中 ， 顶 点 内 得 到 了 枚 号 5( 办 ， 那 末 : 

{DD 存 革 从 v4 到 包 的 由 粗 线 组 成 的 有 向 夏 : 

( 其 氏 到 名 的 由 粗 线 组 成 的 有 冲 路 的 长 等 于 5(); 

(3) 中 全 中 所 有 其 他 的 从 由 到 ww 的 有 癌 路 的 长 大 于 或 
等 于 5 办 ， 

不 难看 呆 ， 证 明了 上 而 和 的 (全 (2 (3) 以 后 ， 就 可 以 冰 定 
5( 有 n 是 如 到 ww; 的 最 短 有 向 路 的 长 ， 而 由 站 线 组成 的 路 一 定 
是 最 短 有 出 路 了 、 

2， 杂 果 在 计算 结 京 时 ,项 点 4; 还 役 有 得 到 标号 , 那 末 在 
图 妇 中 一 定 不 存 丰 从 岂 到 全 的 有 癌 路 . 

请 大家 在 看 后 面 的 证 明 以 前 ， 再 结合 善 七 一 节 的 方法 想 
一 想 ， 证 明了 上 述 儿 个 结论 是 不 是 尼 以 说 胃 迫 号 法 是 “正确 
的 "了 . 

先 证 明 第 1 个 结论 、 为 了 使 大 家 容易 学 , 我 们 结合 着 图 
3.2 的 例子 来 证明, 一 般 情况 的 证 明 是 完全 一 样 的 . 


， 四 


我 们 将 按照 得 到 标号 的 次 序 ， 一 个 顶点 一 个 项 点 地 证 明 
结论 1 成 立 ， 例 如 在 图 3.4 中, 蛇 了 山 以 外 ,得 到 标号 的 次 
序 是 ws vs, Va, 2 

先 来 看 w, 它 是 在 第 一 轮 计算 中 得 到 标 气 的， 第 一 轮 计 
算 中 考虑 的 弧 实 际 上 就 是 所 有 从 出 发 的 弧 ， 在 图 3.3 中 ， 
就 是 弧 人、 人 咏 和 全 多 .因为 PbD 一 0, 所 以 办 
= 区 2 几 ， 因 而 热 有 坊 力 达到 最 小 的 弧 也 就是 从 wm 出 发 的 
挛 申 的 最 短 的 弧 (1, 全。 在 第 一 胃 计 筑 结 束 时 ， 我 们 把 弧 
夺 沪 加 捐 , 并 且 给 4 以 标 寻 5 区 一 k(1, 必 =1G, 你, 下面 
就 末 和 证 明 , 对 于 mm 来 说 , 结论 工 中 的 (1 ( 罗 (3) 痢 成 立 . 

人 和 人 是 显然 的 ,因为 单单 一 条 粗 弧 《1, 由 就 是 也 到 
4 的 由 租 缴 组 成 的 有 向 路 , 它 芍 长度 恰好 等 于 5(4)。 

现在 来 证 明 (8). 设 p 是 任意 一 条 从 但 到 ?的 有 向 路 

和 ( 见 图 3.7), 那 末 罗 的 第 一 条 强 一 

pa 和 和， 定 是 (1 允 、( 各 、 (1 区 这 三 者 


和。 。 之， 但 是 这 第 一条 多 的 长 度 忆 经 
~ / 大 于 等 于 (1 人 的 长 庶 了 ,当然 呈 的 
x 长 许 训 更 大 于 等 于 (1, 人 的 发 府 
图 3.7 了 . 
再 来 看 看 第 二 轮 计算 中 得 到 标号 的 顶点 o6， 这 时 ， 首 洛 
要 记 住 ,对 于 前 面 已 经 得 到 标号 的 顶点 ww、w, 来 说 ,结论 工 中 
的 上 (2) (8) 都 已 经 证 明 是 成 立 的 了 (对 于 ww。 编 论 工 中 的 
外 是 显然 成 立 的 ,而 (和 (3) 也 不 需要 证 明 ). 
在 这 办 计算 中 ,使 ki, 从 最 小 的 缴 是 (4, 6), 因此 我 们 
把 弧 (4, 6) 加 狂 , 并 且 仿 b(6) 一 上 C4, 的 一 2 二 3 一色 
先 证 帅 从 和 的 成立， 因为 内 是 已 标 导 点 ,对 于 人 
， 


(名 感 谱 ， 扬 以 存在 从 二 到 的 由 籽 强 组 成 的 有 向 小 ， 它 的 
长 度 是 3( 罗 ， 在 这 条 有 向 路 上 加 上 列 刚 加 粗 的 产 (和 6)， 就 
得 到 一 条 从 全 到 ws 的 由 粗 弧 组 成 的 有 向 路 ， 它 的 长 度 正 好 
是 : 
Bld) 二 46) 一 天 (4 B= 810). 

再 来 证 明 (3). 设 5 是 全 意 一 条 从 到 名 的 有 疝 路 , 因 
为 史 是 已 标号 点 , 而 在 这 轮 计 算 结束 前 ,v6 是 未 标号 点 ， 因 
此 在 包 上 一 定 有 一 条 弧 ， 它 的 起 点 为 已 标号 点 而 终点 为 未 标 
号 点 5 只 要 从 导 升 始 沾 着 刀 的 方向 毕 前 走 ， 示 到 第 一 个 未 标 
号 点 时 ,2 上 的 以 这 个 未 标号 点 为 终点 的 强 ,就 是 一 条 这 样 的 


弧 )， 也 就 是 说 , ?一定 包含 这 轮 计 多 
算 的 步 台 1 中 找 出 米 的 4 茶 弛 : Sa 


人 
的 一 委 , 例 如 访 力 包含 了 (4 加 ( 吉 ~ } 
图 3.8, 包 售 其 他 弧 也 一 样 ) 旬 : 二 

P— {oy ~ ba, Pa, 7°, Veo}, 图 3.8 
这 时 ,因为 呈 到 名 的 最 短 有 疝 路 的 长 度 是 3(4), 所 以 p 中 
区 内 到 册 这 一 段 的 长 度 至 少 是 8() ,而 从 二 到 四 这 -- 段 的 
长 度 就 下 少 是 5( 则 二 Ed 中 一 td 和) 了， 但 8(4 3) 尖 B(4 
6), 因为 (4, 6) 是 四 个 Bf, 六 中 最 小 的 ， 因 此 ， 

多 的 长 度 关 呈 中 从 由 到 ?这 一 段 的 长 度 沁 

kl4, BEF, 6) 一 5(6)、 

对 于 在 以后 者 输 计算 中 每 到 标号 的 项 点， 可 以 用 完全 相似 的 
办 泪 证 明 结 论 荆 中 的 GD) (2 (3) 都 成立 ,这 里 就 不 仔细 写 了 。 

再 来 证 明 结论 2 也 成 立 。 即 假 疫 计算 结束 了 ， 但 是 某 一 
个 硕 点 岂 仍 没有 得 到 蒜 号 ， 来 证 明 一 定 不 存在 从 入 到 名 的 


‘ 


有 疝 路 ， 回想 一 下 , 连 个 计算 在 什么 情况 下 会 结束 ”有 两 种 
可 能 ， 一 是 在 某 一 轮 计 算 的 步 又 工 中 找 不 到 起 点 已 标号 而 终 
点 未 标号 的 弧 ， 另 一 是 所 有 项 点 都 得 到 标号 了 ， 因为 已 知 省 
没有 得 到 标号 ,所 以 出 现 的 一 定 是 前 一 种 情况 , 但 是 这 时 就 很 
容易 证 明 不 存在 从 v1 到 w; 的 有 向 路 了 。 因为 如 果 存 在 从 国 
到 % 的 有 向 路 p， 那 末 因 为 vr 已 标号 而 0 未 标号 ,和 前 面 讲 
的 一 样 ,在 2 上 一 定 有 起 点 已 标号 而 终点 未 标号 的 狐 , 这 就 与 
刚才 讲 的 找 不 到 具有 这 种 性 质 的 弧 矛 盾 了 ， 
到 此 , 祭 号 法 的 正确 性 就 证 完了 . 


习 题 
试 试看 ,对 于 一 般 情 况 证 衣 标 号 法 的 正确 性 。 


4. 标号 法 好 不 好 


现在 来 讨论 , 前 面 讲 的 标号 法 好 不 好 ? 要 回答 这 个 问题 ， 
首先 应该 明确 一 下 什么 弄 “ 好 ”什么 叫 “ 不 好 ”一 - 般 说 来 , 主 
要 的 好 坏 标准 是 计算 起 来 快 不 快 (还 有 别 的 标准 ,例如 容易 不 
和 容易 拿 上 电子 计算 机 计算 ; 是 否 易于 普及 等 等 , 这 里 就 不 仔细 
讲 了 )，, 或 者 说 , 用 这 个 方法 计算 时 , 需 权 进 行 的 运算 次 数 多 不 
多 ， 当 然 ,运算 次 数 愈 少 愈 好 . 

大 家 也 许 会 说 ， 运 算 次 数 多 少 不 完 全 决定 于 采用 什么 六 
法 , 还 和 要 解决 的 问题 有 关 .， 同样 用 标号 法 , 解 一 个 只 有 10 
个 顶点 的 间 题 可 能 只 要 进行 儿 千 次 送 算 ， 而 解 一 个 100 个 项 
点 的 问题 ,就 可 能 要 进行 儿 百 万 次 运算 了 ,这 又 怎么 比较 呢 ? 

办 法 还 是 有 的 ， 那 就 是 , 设 图 犁 有 % 个 顶点 (为 了 简单 
"08. 


起 见 , 我 们 就 不 研究 边 数 mm 的 影响 下)， 我 们 来 站 计 -一 下 , 把 
标号 法 骨 到 图 上 去 需要 进行 几 次 运算 ， 当 然 ， 这 样 秸 稼 出 
米 的 结果 不 会 是 一 个 确定 的 数 , 而 是 象 中 34 二 fn” 2 等 等 
这 样 的 与 有关 的 数 ， 妈 nn 的 函数 ， 然 后 再 以 这 种 西数 为 标 
准 来 比较 方法 的 好 坏 ， 比 如 说, 有 两 种 方法 ,第 一 种 要 进行 中 
次 加 法 ， 吉 第 二 种 要 进行 必 次 加 法 ,当然 第 一 种 就 比 第 二 种 
好 , 困 为 在 m 较 大 时 ， 咏 比 史 贤 大 多 了 、 

上 面 讲 的 基 怎 茬 比较 两 逢 方法 准 好 锥 还 .现在 总 共 只 进 
了 一 个 标号 法 , 又 怎么 评论 它 的 好 坏 呢 ?也 有 录 法 的 ， 旦 前 一 
般 认 为 ， 如 果 一 种 方法 所 需要 的 运算 次 救 能 才 示 成 的 多 项 
式 , 例如 地，2m2 十 和 8 等 等 。 这 种 方法 就 认为 是 好 的 , 或 者 涪 
是 有 效 的 、 而 如 上 洪 一 种 方法 的 计算 次 数 是 某 一 个 数 的 次 
宕 ,例如 2"，10"， 即 是 n 的 指数 画 数 ,这 种 方法 就 认为 基 不 好 
的 , 或 冲 说 是 无 效 的 ， 为 什么 计 这 立 的 标准 昵 ? 请 大 家 看 看 
下 而 这 张 表 : 


方法 和 
《运算 次 数 答 ) 


方法 站 


三 


2 Rm 1 | 19% 


32| 1034 | 10°| L117 105 ?| 10% 


表 中 对 一 种 需要 进行 吧 次 运算 的 方法 太 与 另 一 种 震 净 进行 


2 次 运算 的 方法 了 上 进行 了 比较 (关于 2 前 值 ， 我 们 是 以 
29 一 I024 之 10; 米 情 算 的 ， 便 加 36- (220)5= C107) 5 一 1409). 
从 发 ,二 可 以 看 出 ,方法 的 运算 次 数 的 增长 速度 是 谅 人 的 . 

.0 。 


也 评 有 的 读 党 会 认为 ,现在 反正 专 天池 电子 计 算 机 ,计算 次 数 
多 -- 些 无 所 请 ， 凑 实 不 热合 如 我 们 有 一 个 每 黎 能 计算 一 百 
万 次 的 计算 机 , 那 末 , 在 1000 秘 内 可 以 进行 1000 x1000000 一 
107 次 ( 即 十 亿 次 ) 运 算 , 站 果 用 方法 4&,， 则 可 以 解决 -一 个 1000 
个 项 点 的 问题 ,而 用 方法 电 吏 ? 却 只 能 解决 一 个 30 个 顶点 的 
问题 .如果 想 用 方法 卫 米 黎 决 一 个 100 个 顶点 的 问题 , 即使 
用 的 是 每 秒 能 计算 一 亿 次 揭 计 算 机 , 也 需要 102 秒 , 即 要 好 风 
万 亿 年 ! 

从 上面 的 入 单 比较 就 可 以 看 出 ， 为 什么 说 计算 次 数 是 m 
的 多 项 式 的 方法 是 有 效 的 ， 而 计算 次 数 是 mn” 的 指数 函数 的 方 
法 是 无 效 鬼 另外 , 也 订 以 看 出 ,单车 提高 计算 机 的 速度 还 不 
够 ,还 必须 从 数学 上 寻求 有 效 的 计算 方法 ， 

现在 到 回 过 头 来 看 看 标号 法 好 不 好 ， 回 想 一 下 标号 法 的 
备 苑 计算 ,可 以 看 出 , 它 只 包含 两 种 运算 ; 加 法 与 比较 大 小 ( 比 
增 大 小 也 需 改 花 费时 闻 ， 所 以 也 要 考虑 ). 如 法 用 于 计算 
下 (5 及。 每 计算 一 个 hii, 人 进行 一 次 加 法 ,而 且 每 一 条 弧 最 
多 上 只 计算 一 次 、 因 此 , 如 果 图 中 有 m 条 弧 ， 那 末 至 多 进行 近 
次 加 法 对 于 一 个 有 n 个 项 点 的 简单 夺 向 图 来 说， 最 多 有 
%w 一 1) 条 弧 ( 假 设 从 每 一 个 顶点 4%; 出发， 都 有 nm 一 条 强 指 
向 其 他 的 一 1 个 顶点 ), 因 此, 最 多 进行 ntw 一 了 ) 次 加 法 , 放 
宽 一 点 ,也 可 以 说 , 至 多 进行 吧 次 加 法 . 

另外 ， 在 每 一 轮 计 算 中 ， 在 接 使 5(i 分 达到 最 小 的 强 
(四 时 ,要 用 到 比较 大 小 区 运算 ,一 般 说 来 , 要 愉 s 个 数 中 把 
最 小 的 数 找 出 来 ， 要 进行 8 一 工 次 比较 (例如 有 aaa aa os 
四 个 数 , 那 术 可 以 先 拿 呈 与 oa 比 ,然后 拿 这 两 个 数 中 小 的 数 
与 &s 出 ， 再 拿 小 的 数 与 a 比 ， 比 三 次 就 能 知道 哪个 数 最 小 
0 


了 3.。 那 术 在 鲜 一 输 的 步 台 二 中 ,一 般 会 选 出 几 条 弧 呢 ? 算得 
得 一 些 ,至 多 亿 条 吧 ( 事 实 上 要 少 得 多 )， 因此 笃 多 进行 侣 次 
上 比较 ,整个 计算 的 莹 数 不 会 超过 wm, 因此 ,总 起 来 说 ,至 多 进行 


到 次 比较 大 小 的 运算 . 


通过 上 而 的 估计 ,可 以 得 出 这 样 的 绪论 ; 把 标号 法 月 在 一 
个 个 项 点 的 天 上 , 素 多 进行 吉 次 加 法 和 磺 次 比较 大 小 ,网 


此 ,可 以 说 ,标号 法 是 一 共 好 玖 ,有效 的 计算 方法 、 


5 求 无 向 图 上 最 经 路 的 方法 


首先 ， 前 面 第 2 小 当中 讲 的 标号 法 也 可 以 用 到 无 向 图 上 


来 .例如 我 们 要 找 下 面 
图 3.9 的 无 向 图 如 中 ， 
连接 他 点 各 与 的 长 短 
路 . 这 时 , 我 们 就 把 商 中 
的 每 一 条 边 看 成 是 两 条 
方向 相反 的 红 ， 即 把 图 
G 变 成 图 3.10 中 的 他 . 
然后 在 图 3.10 上 用 标 
号 法 求 出 从 如 到 如 的 
最 短 有 向 路 ， 许 算 的 结 


果 已 写 在 图 8.10 上 了 。 


《请 大 家 自己 先 算 算 , 然 
后 再 和 图 3. 芭 中 的 结 
时 对照 一 下 ). 

我 们 在 名 中 找到 


81， 


只 最 短 有 向 路 是 ， 
= {oy Va Ws, Wo, Ws Ve} 
={(1, 4, (4, 的， 人 和， 人 D, (5 8)} 
它 的 长 度 是 89、 这 时 , 我 们 就 可 以 肯定 , 图 3.9 的 嫩 中 的 路 : 
P= {0 Vs, va, Ve, Vo, Vs} 
={[1, 4], [4, 3], [3, 81, [6, 5, 5, 8]}, 

就 是 要 找 的 连接 2 与 we 的 最 短路 了 ， 

为 秆 么 一 定 溃 晤 短路 ?道理 很 简单 如 笠 富 申 还 有 
比 罗 更 短 的 连接 wa 与 w 的 路 ,比如 说 , 人 中 的 站 

一 Ta Va, Vs, ve} 
比 2 短 ,这 时 ,很 显然 ,在 分 中 一 定 也 会 找到 一 条 宪 向 路 : 
= ton ta, To, ve} 

上 比 W 短 ,这 就 与 吕 是 侣 ' 的 最 夭 有 向 路 矛盾 了 . 

读 玫 这 时 ,大 家 可 能 会 壤 到 : 很 好 , 求 最 短 无 问 路 的 问题 
已 解决 了 .不过 , 还 和 一 仁 事 应 该 考虑 ， 就 是 : 如 果 为 了 求 一 
个 无 问 图 上 最 短路 ,每 次 都 变 画 象 区 3.10 这 样 的 一 张 图 , 似 
乎 太 麻烦 了 吧 ? 能 不 能 不 西 图 3.1D， 而 直接 就 在 图 3.9 上 求 
妮 ? 管 案 是 肯定 的 。 事 实 上 ， 只 要 把 第 2 小 节 中 的 每 一 轮 计 
算 的 各 个 步 又 中 的 台 部 收 为 边 , 把 步骤 1 中 的 “起 点 % 是 已 标 
号 点 而 终点 如 是 未 标号 点 ” 改 为 "一端 是 已 标号 点 河 另 一 端 
县 未 标号 点 ,就 可 以 直接 在 无 向 图 上 求 最 短 距 了 .建议 大 家 
在 图 3.9 上 试 试 大 ,然后 下 把 这 个 计算 方法 总 结 一 下 。 

下 面 再 潮 一 种 求 无 向 图 上 时 短路 的 方法 , 叫做 ' 刍 网 模 氟 
法 ”方法 是 ; 设 G-[F, 刀 中 有 他 条 边 e ee …, em 我 


们 取 mo 条 绳子, 与 这 mm 条 边 对 应 ,并 且 使 每 要 绳子 的 长 度 与 


对 应 边 的 长 度 成 比例 ， 然 后 把 这 吧 恨 缉 子 按照 一 [局 
,2 。 


将 标 子 编 成 一 个 网 ， 如 内 要 求 连接 24 与 < 的 最 短路 ,只 要 用 
两 手 分 别 拿 住 网 中 代表 顶点 w 与 灵 的 地 方 , 再 把 网 拉 紧 , 这 
时 拉 成 直线 的 绳子 就 对 应 著 日 中 连接 与 必 的 最 短路 了 . 

这 神 方 法 的 道 型 是 很 显然 的 。 对 于 不 太 复 杂 的 问题 ， 计 
算 起 来 也 是 比较 简单 的 . 


). 
4 与 me 的 能 短 
本 意 第 1 小 此 的 济 河 问题 拭 -- 个 解 。 


8. 图 的 距离 关 


在 生产 实际 中 ， 往 往 需 要 求 出 一 个 疼 的 任意 两 个 硕 点 之 
间 的 起 短路 。 例如 ， 一 个 铁路 局 在 编制 他 所 履 的 各 个 车 站 之 
癌 的 运输 时 程 考 时 :就 会 过 到 这 样 的 问题 ， 另 外 ,对 子 不 少 国 
论 牛 揭 极 值 问题 (例如 下 一 准将 要 进 的 腿 务 点 设置 问题 1， 往 
往 在 计算 前 首先 必须 把 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 及 最 
短小 的 长 诬 孝 求 出 来 . 

费 把 一 个 区 的 任意 两 个 顶点 之 问 的 最 短路 者 求 出 来 ， 并 
不 困 鸡 .证 如 ,在 有 向 图 上 , 用 第 > 小 节 的 方法 ,计算 一 次 就 
可 尺 把 从 到 所 有 其 他 搜 点 的 有 向 路 都 未 出 来 了 , 接著 内 四 
昌 发 , 裔 是 一 开始 令 为 已 标 导 点 ,并 县 令 全 的 际 层 5( 人 3) 一 
又 可 以 把 从 如 到 其 他 各 个 点 的 最 短路 部 求 出 来 ,…,…， 这 


样 连 算 m 织 ， 就 可 以 殷 基 任意 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 的 最 是 
都 求 遇 来 了 ， 半 于 无 向 图 永 说 ， 
也 可 必用 栋 所 的 方法 来 解决 . 

以 由 3. 世 中 的 有 向 图 为 例 , 这 
个 图 有 5 个 磺 点 ， 在 图 3. 了 2 的 (oe) 
到 《六 中 分 别 配 卫 及 my， 区， 多 
的 计算 和 红果。 
例如 从 图 3. 了 2(@) 可 以 看 出 如 到 的 最 短路 的 长 是 


br 
9 m4 


( 们 开 点 刀 


， 于。 


24, 最 短路 是 : 
Pp — {3, Yes Ws, We, Da}, 
叉 如 从 图 3.12() 可 以 看 出 ,从 ww 到 加 的 最 短路 的 长 是 好， 
最 短路 是 ; 
Be {ve, oo va}. 

为 方便 起 见 , 今 后 我 们 把 从 顶点 w 到 vi 的 最 短路 的 长 电 
做 % 到 名 的 由 启 , 记 作 d(v, op 或 2%, 用。 

从 上 硬 的 六 张 区 虽然 可 以 杰出 任意 一 个 项 点 到 另 一 个 项 
点 的 距离 , 但 是 这 样 做 毕 党 不 太 方便 ， 比较 方便 的 办 法 是 把 
这 些 距 六 集中 写 在 一 张 象 表 3.2 那 答 的 表 上 ， 在 这 张 表 上 ， 
模 善 排 的 一 行 数字 叫做 “ 行 ”例如 0, 2, 8 3 7, 10 这 6 个 
数字 组 成 表 前 第 一 行 , 9, 4, 3 8, 0, 3 组 成 第 5 行 ; 坚 着 排 
区 一生 数字 岂 艇 “|”， 钢 如 8， 6, 0, 7 8, 垃 这 6 个 数字 就 
起 表 的 第 8 列 ， 在 表 的 第 1 行 上 上, 写 的 是 从 色 到 从 个 顶点 的 
蝶 离 , 也 就 是 图 3.12(@) 中 各 个 顶点 的 标号 同 梯 第 2 各 是 
ws 到 各 顶点 的 库 离 ，，…… ， 而 第 工 列 呢 ， 则 总 从 各 个 顶点 到 
ua 芍 虐 离 ,其 祭 各 列 也 一 样 . 

象 表 3.2 这 样 的 表 以 后 浏 做 图 如 的 距离 表 ， 从 表 上 查 


表 3.2 
四 四 2 8 3 7 1 
vy 5 0 6 4 8 HH 
多 2 19 0 23 15 7 
也 13 4 了 7 
2 加 < 3 8 0 3 
ob 27 12 1 16 8 0 


只 顶点 久 到 顶点 轧 的 距离 2% 办 要 比 从 前 而 的 六 张 图 上 查 
和 容易 得 多 了 .例如 G(3, 1) 就 是 下 中 第 83 行 第 [ 列 交 叉 处 的 
数 ， 答 于 24 义 如 2(5, 6) 一 38, 等 等 。 当然 这 张 表 也 有 不 够 
草地 六 ,例如 不 能 查 出 从 到 %; 的 报 短路 是 由 哪些 狐 组 威 
的 . 

于 于 无 向 图 ,我 们 仍 用 dw 只 或 mt5 办 让 东 连接 项 
点 全 与 与 的 最 短 跨 的 长 族 , 并 称 它 为 % 与 55 间 的 距离 。 当 
然 ,对 于 无 向 图 , 沁 可 以 用 类 做 的 共 法 造 出 虐 离 妆 . 

前 面 已 经 讲 过 ， 用 标号 法 求 有 最 短路 是 有 将 的 ， 因 此 ， 连 
月 次 慰 切 法 来 求 蚜 离 才 也 是 有 效 的 . 


习 题 


芭 习 营 忠 的 杂 的 压 离 表 . 
节 到 3.9 中 的 盛 雇 周 苞 距离 表 。 


2， 冰 本 章 第 瑟 小 


6 ， 


四 、 服 务 点 设置 问题 


1. 第 一 种 标准 ,使 最 大 服务 距离 达到 最 小 


服务 点 设置 问题 ， 也 是 一 个 应 用 很 广 的 图 论 中 的 极 值 癌 
题 ， 在 引 守 中 讲 的 公社 卫生 院 地 点 的 选择 问题 , 就 是 服务 点 
设置 问题 的 -- 个 例子 .在 考虑 商丘 、 电 影院 ,消防 站 等 设 在 哪 
里 较 好 时 ,也 会 遇 到 类 似 的 问题 . 

服务 点 设置 问题 的 一 般 提 法 是 : 设 G= [F， 万 ] 是 一 个 连 
通 的 无 向 图 ,在 它 的 各 个 顶点 上 ， 有 一 些 服务 对 象 (例如 类 
人 ) 现 在 要 设置 一 个 服务 点 例如 卫生 院 ), 问 最 务 点 没 在 G 的 
哪 一 个 项 点 上 最 好 ? 

在 引言 中 讲 卫 生 院 设 寺 问题 时 曾 讲 过 ， 在 研究 这 类 问题 
时 ,首先 要 解决 的 是 好 环 慰 准 问题 . 在 闭 果 也 已 经 讲 过 一 个 
标准 ， 就 是 以 来 看 病 的 病人 中 , 最 远 的 病人 走 的 路 程 为 标准 . 
或 者 说 , 要 使 最 远 的 服务 对 象 与 服务 点 的 距离 尽 可 能 小 ， 这 
一 节 就 讨论 企 这 种 标准 下 ,如何 求 最 好 服务 点 的 问题， 

设 G= IF ,可 是 一 个 连 道 的 无 商 图 ,每 一 条 边 6; 有 一 个 
非 负 的 长 度 Ke) .现在 任 取 … -个 项 点 %% 然 后 考 不 沁 与 的 
所 有 项 点 之 问 的 距离 : 

Co V1), GO, 加) GY, Va), 
我 们 就 把 这 ”个 虐 离 中 的 最 大 数 称 为 项 点 愉 的 最 大 服务 距 


"7 


离 , 记 作 (oo . 


看 一 个 例子 ， 图 .1 的 图 吕 中 ， 有 7 个 项 点， 用 本 书 


第 四 页 讲 的 办 法 ， 可 以 求 出 图 他 的 
距离 者 { 兄 密 4. 卫 。 从 距 疯 表 中 ， 可 
以 很 容易 地 把 每 个 顶点 由 对 应 的 
etws) 求 出 米 ， 例 如 二 到 省 个 顶点 的 
下 离 正好 是 表 4.1 的 第 一 行 中 的 数 ， 


图 4.1G 它们 的 最 大 值 是 9.3， 所 以 ee) 一 


这 些 was) 都 写 在 表 4.1 的 最 十 边 了 . 


合理 可 以 求 由 eCv2) 一 6.8, elzs) -总 …, (07) —6.3, 


表 4 
» 
El 0 3 5 6.3 19.3 | 45 | 6 9.3 
Ey 3 0 3.818.311.5|3 6.3 
全 [3 2 0 2 5 3 1 4 5 
wa | 5.3 | 33 2 |o 13 |18.3.8|1 63 
人 19.8, 6.3 5 3 站 4.8 .3 9.8 
Ea 4.5 | 1.5 | 835|18|4.8|0 I.5 4.8 
rr 6 3 4 33|6.8115 0 6.3 


ea9 的 实际 意义 是 很 清楚 的 ， 就 是 ， 如 果 把 服务 点 设 在 
饭 那 末 服务 点 与 最 远 的 服务 对 象 间 的 距 高 就 是 elw)， 我 们 


给 sw) 取 “ 最 大 服务 距离 ”这 样 一 个 名 
里 . 


你 的 理由 也 就 在 这 


有 了 el) 立刻 就 可 以 判断 服务 点 设 在 哪 妃 最 好 了 . 鲍 
如 要 在 图 #.1 中 选 一 个 服务 点 , 那 末 从 表 4. 工 可 以 看 出 , 设 在 
各 最 好 ,因为 ebuo) 一 4.8 是 所 有 ev 中 最 小 的 ， 


:8， 


定义 4.1 使 e(w) 达到 最 小 的 页 点 叫做 图 日 的 中 心 。 

从 前 面 讲 欧 可 以 看 出 ,图 生 .1 中 的 如 的 中 心 是 名 

扫 蕴 而 讲 的 总 结 一 下 , 可 以 每 出 下 述 结论 ; 如 果 以 最 大 服 
务 距离 的 太 小 作为 好 水 祭 准 ， 那 末 ， 服 务 点 以 设 奇 中心 为 虞 
好 . 

那 末 怎 样 求 一 个 图 的 中 Es 这 个 可 题 其 实 前 面 都 已 经 
讲 了 ， 下面 再 简单 总 缩 一 

求 图 他 的 中 心 的 步 虹 十， 

交际 1 用 上 一 章 讲 的 计算 方法 求 出 型 日 的 此 离 表 . 

步 陨 2 求 沪 每 一 个 顶点 如 的 坡 大 服 荔 焉 离 e(51), ea) 
等 于 出 离 表 上 与 9 对 及 的 行 中 的 最 大 数 . 

纱 驰 8 求 出 使 eC2:) 达到 拔 小 的 顶点 吕 , Ww 就 是 图 局 
的 中 心 ， 

从 上 述 三 个 步 又 可 以 看 由 ,步骤 2 和 8 换 是 很 简单 的 ,只 
要 大 约 进行 玫 次 比较 大 小 就 可 以 完成 了 ， 因 此 , 大 部 分 二 作 
集中 在 计算 四 离 表 上 .、 夺 上 一 党 股 后 已 讲 过 , 用 标号 法 来 求 
距离 表 足 有 柳 的 。 因此 , 有 上面 讲 的 三 个 步 双 米 式 中 心 也 是 
有 效 的 - 


求 贞 网 他 的 :| 心 . 


2、 第 二 个 标准 ,使 运 输 量 达到 最 小 
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考 启 一 个 服 劳 点 设置 问题 的 例子 . 
再 措 知 和 .1 看 成 一 个 矿区 4 图 4.9， 它 让 是 图 4.D， 


它 有 7 了 个 春分 别 在 而, 4s,"…， D7 
处 ， 这 7 个 本 得 天 的 矿石 产量 分 
崭 是 ， :3 千 呈 ,ts 2 千 睫 ，%: 
了 千 临 ，ts 工 千 吡 ，t5:5 千 吨 ， 
au 工 千 吨 ， mt 和 千 训 . 

现在 要 从 mw to … 97 中 


选 一 个 地 点 床 淮 选矿 厂 , 问 应 该 选 于 个 地 廊 , 才能 使 各 矿 竺 
产 的 矿石 往 先 让 三 运 时 花费 的 运输 力荐 最 小 ? 

在 这 个 问题 中 ， 判 断 一 个 顶点 好 坏 的 标准 就 不 能 和 前 面 
讲 的 一 样 了 。 对 于 一 个 顶点 轧 , 这 里 我 们 应 该 计算 的 是 ,如 果 
选矿 厂 设 在 %。 那 末 ， 将 各 个 矿 生 产 的 矿石 都 运 到 上 的 运输 
车 是 多 少 ? 然后 再 京 比 较 在 避 里 设 先 入 厂 最 好 一般 , 我 们 
以 运输 区 三 公里 数 来 计算 运输 让 的 大 小 ， 一 吨 货物 运输 一 公 
里 就 大 一 个 吨公里 ，230 吨 货 运输 二 公里 ， 就 是 300 吨公里 , 
因此 , 拿 上 面 的 例子 来 说 , 如 果 选 矿 三 没 在 %4, 则 运输 矿石 共 


而 : 


gf -3000xQ+2000x3+TOD0x 吕 1 1000 
x6.8+5000 x 9.3—1000x4.5+4000 
xX6 一 122800( 暗 公里 )， 


阅 样 可 以 算出 
60. 


gg(os) 一 8000x3.1.2000x0+7000x2.1000 
x3.3 二 5000x6.3-1000x1.5 二 3000 
x3 一 68800 吨公里 ， 
一 比较 , 就 可 以 看 出 选矿 厂 设 存 wv 要 比 设 在 v4 好， 当然 , 细 
是 不 是 最 好 的 , 还 不 能 肯定 , 应 该 把 gCvs),…, 9《v7) 都 算 下 
来 ,好 比较 一 下 , 才 可 以 选 出 一 个 最 好 的 没 王 点 来 . 
仍 拿 上 面 的 例子 来 说 ， 我 们 可 旦 杰 象 表 4.2 这 样 的 一 张 
妾 上 进行 计算 ， 在 表 上 , 把 各 个 顶点 的 产 景 放 在 最 底下 的 一 
行 小 ,计算 出 来 的 9(ao0 写 在 最 右边 , 比较 一 下 就 可 以 知道 选 
矿 厂 以 设 在 v3 为 最 好 . 


表 和 .2 
gv) 
0 ma va ve 2 ( 千 中 
公里 》 
位 0 3 5 G3 |9.314516 |122.3 
wm |3 0 2 3.3 |6.3|1.5|8 68.3 
各 2 0 2 5 2.5 |14 人 64.5 
va 6.3 | 3.3 | 2 0 3 1.8 | 3.3 | 的 .5 
vr 9.3 5 3 0 4.8 | 6.3 | 108.5 
vw A51512.5 |1.8 |48|7 1.5 | 65.8 
日 3 4 3.8|63|1.5|0 SS.3 
(rE 9 3 四 让 
十 面 我 们 员 然 欠 是 通过 一 个 例子 米 讲 ， 不 过 一 般 铺 况 也 
是 完全 一 样 的 ， 一 般 地 ， 设 有 一 个 连通 图 好 =- [VF, 语 , G 的 


每 一 条 进 # 有 非 负 的 长 度 1(e;),G 的 每 一 个 顶点 还 有 一 个 
,61. 


“关东 ”fo 对 于 每 一 个 顶点 久 令 
300 =00) AV, 二 ea do ta) 
十 cfan (0, on， 

gee 代 关 把 各 个 点 的 物资 过 到 m 所 花费 的 号 公里 ， 然 后 , 我 
们 给 出 下 面 的 定义 ; 

定义 和 .2 全 giw) 最 小 的 顶点 乳油 图 G 的 定 夫 志 、 

按照 前 曾 讲 的 可 以 看 出 ,在 以 运输 甚 的 大 小 为 标准 时 ,中 
失 点 就 是 设置 服务 点 苍 最 好 位 置 了 、 

至 于 中 央 虑 的 求 沾 , 只 由 着 表 4.2 就 明白 了 ， 另外 ,不 难 
看 出 , 求 中 炭 点 的 计算 方法 也 是 有 效 的 . 


习题 


1 总 结 求 图 台 的 中 央 点 的 计 到 放流 
曲 ， 本 章 第 工 小 节 的 习 趣 工 引 , 寺 个 贞 上 多 产 到 时 


庄 玉 导 的 中 来 点 ， 


38. 做 中心 问题 


仍 浊 考 褒 第 ] 小节 中 讲 的 公社 卫生 院 的 地 点 选择 问题 ， 
不 过 现在 不 是 设 置 - :个 上 了 生 院 , 调 臣 设置 两 个 , 问 设 界 在 什么 
地 六 最 好 ? 

不 痢 面 一 举 , 首先 还 是 要 把 好 环 永 准 明 确 一 下 ,仍旧 以 图 
4 中 的 图 引 为 的 、 表 二. 和 就 是 它 指正 离 表 (就 是 表 革 . 力 、 
现在 我 们 先 假设 卫生 院 设 在 加 和 %s 两 个 地 方 。 这 时 ， 对 于 
:+68 


ts 9.3 6.8 日 ] 3 0 得. 有 6.3 


四 庚 | 83 0 2 3 :10 1.5 | 3 
| 
住 在 的 居民 来 说 , 当 他 们 要 看 病 时 ,当然 到 离 4 较 近 的 
去 看 病 , 因此 六 的 居民 因 青 病 必须 走 的 路 程 是 3 公里 ,同样 
的 道 更 , 何以 求 出 wa，…， v5 的 居民 看 病 时 必须 走 的 路 程 ( 见 
表 4. 沪 , 例 如 从 起 和 .4 中 可 以 看 电 , 住 在 3, ve, vi 的 居民 一 
般 亨 将 到 较 近 的 忆 去 看 羔 , 他 们 走 的 路 程 分 别 直 3.1.5 和 3 
公里 而 住 在 & 的 居民 将 到 ww 去 看 病 , 要 走 8 公 电 ， 从 未 
.4 最 下 面 移 一 行 中 还 可 眠 看 册 , 当 卫 生 浣 设 在 名 和 zi 村 ， 
住 在 各 好 的 居民 看 病 时 需要 走 前 小 季 多 不 超过 3 公里 ， 我 们 

本 


把 这 种 情况 记 作 efea， ts) 一 8， e(zs， 6) 叫做 顶点 对 (就 是 一 
对 顶点 ) Ya we 的 最 大 服务 距离 、 

叉 例如 从 放 么 .5 可 以 看 击 ， 硕 点 对 、ar 的 最 大 服务 出 
离 是 6.3, 即 e(o 07) 一 6.3. 和 #(vs, 05)=3 一 此 较 ， 就 弄 
以 葵 出 设置 在 we、 号 风 设置 在 允 、m 好 ， 


讲 到 这 里 ,好 坏 款 准 问题 就 不 难 解 岂 了 ,我 们 可 以 规定 项 
点 对 最 大 服务 距离 愈 小 ， 就 算 愈 好 ， 这 样 规定 的 实际 过 义 和 
第 小节 中 是 一 样 的 ,这 里 就 不 再 仔细 解释 了 . 

定义 4.1 神似 ,我 们 还 可 以 给 生 下 述 定义 . 

定义 &.3 使 elw wy) 达到 膏 小 的 顶点 对 叫做 疼 遇 的 2 
中 心 . 

因此 ,要 研究 哪 两 个 项 点 设置 玉生 院 最 好 , 就 娄 针 为 求 医 
好 前 2 向 心 了 。， 那 末 怎 样 求 图 @ 的 2- 中 心 呢 ? 最 简单 的 
办 法 茧 是 : 把 8 的 所 有 顶点 对 wv1 对 应 的 最 大 服务 距离 
zt, v2) 都 找 册 来 , 比 纪 一 下 ,就 可 以 求 出 全 的 号- 中心, 从 抽 
也 就 知道 在 哪 两 个 顶点 上 设 卫 生 院 最 好 了 . 

大 家 也 许 会 感到 ;这 也 算是 一 种 方法 吗 ? 真是 笨 方 法 !” 
不 过 不 要 轻易 下 结论 ， 因 为 上 一 章 兽 经 讲 过 评价 一 个 方法 好 
坏 的 办 法 ,对 于 -一 个 有 呈 个 顶点 的 图 对 来 说 ,用 这 种 " 特 方 法 ” 
"fd. 


计算 的 话 ， 在 求 由 路 襄 表 (前 机 法 这 ， 月 标号 法 求 距离 表 基 有 
效 的 ) 乒 ,还 要 计算 也 5- 习 个 顶点 对 的 最 大 服务 距离 ,而 竹 


次 求 最 大 版 务 中 次 到 过 和 3% 次 比较 大 小 的 运算 ， 因 此 ， 
总 起 米 说 , 这 种 " 荣 " 方 法 还 是 有 效 芍 . 

有 中心 这 个 驾 念 还 可 以 推广 , 即 可 以 考 基 3 中心 、 和 让 
心 ,…, 戌 者 一 般 季 说 可 以 考 虐 关中 心 .在 研究 如 何 设 鸭 Pp 个 
卫生 院 节 好 时 ,就 会 通 到 求 关 下心 各 问题 ， 可 以 想象 ,中 
心 问题 的 用 途 古 很 广 的 ,但 是 ,如 果 月 与 前 面 讲 的 繁 方法 相 慨 
的 方法 来 或 中 心 , 就 不 是 一 个 有 效 方法 了 , 因为 这 里 计算 
步 数 依赖 于 顶点 数 n 和 pp， 如 计 算 次 数 是 m. 2 的 函数 , 而且 
责 以 证 明 这 个 通 数 不 是 ”和 少 的 多头 式 ,而 是 指数 函数， 因 
此 2 中 心 的 算法 问题 还 是 一 个 未 解决 的 难题 . 


习 区 
求 出 图 和 -1 的 图 亿 的 2 中心。 
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五 最 小 树 问 题 


1. 计 么 是 最 小 笠 问题 


这 一 章 讲 的 最 小 材 问 题 ， 是 图 论 中 又 一 个 很 重要 的 极 值 
问题 ， 它 纲 重 要 性 不 形 于 最 短路 问题 ， 先 讨 一 下 什么 岂 桂 。 

定义 5.1 设 G=[F, 如 是 一 个 无 疝 图 ， 如 果 它 具有 下 
述 两 个 性 质 ， 

人 连通， 

(2) 没有 略 。 

就 称 亿 是 一 个 衬 ( 或 一 操 齐 )。 

图 5.4<4)、K3) 中 西 的 都 是 帮 的 例子 也 许 有 的 读者 会 
感到 奇怪 ,为 什么 在 数学 中 会 采用 " 树 " 这 样 一 个 名 斌 ， 不 过 ， 
想象 一 下 我 们 平常 见 到 的 森 ， 喜 会 发 现 如 果 把 它们 者 成 是 由 
线 和 点 组 或 的 图 形 ， 它 们 确实 帮 基 连通 而 且 没 太 交 的 ( 见 


要 、 


外 G1 由 的 
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区 5.2 笠 


5.23， 有 意思 的 是 。， 许 多 图 沦 中 的 概念 在 不同 鸭 书 中 右 不 同 
的 名 称 . 证 树 这 个 名 称 元 是 在 所 有 的 书 中 都 一 致 杂 用 的 . 

回想 一 下 ,在 第 二 章 中 我 们 曾 讲 过 ， 记 谓 图 G= [如 
的 支撑 子 图， 沸 的 古人 S 的 一 个 子 图 G1 一 Vy 恕 ]， 其 中 
六, 即 G 是 由 好 的 全 部 顶点 及 一 部 分 边 组 成 的 . 对 于 
我 们 米 浇 ， 特 别 重要 的 是 回合 (千本 身 人 不 一定 是 树 ) 的 那些 形 
成 树 的 支撑 子 图 . 

定义 5.2 设 和 =[W, 吾 ] 是 一 个 无 向 图 , 处 果 下 -= [ 良 
到] 是 全 的 支 淖 子 图 并 且 卫 是 笃 , 则 称 呈 是 颁 的 一 个 支撑 
桂 . 

偿 如 图 5.3 (3) (o) 中 的 粗 线 及 所 在 顶 点 给 成 移交 控 于 
图 ,都 是 C2) 中 的 图 的 支撑 俊 ， 


更 
~ 
CD 
四 从 


图 5.3 


| 


人 


7 


是 不 是 每 个 图 G 都 有 支撑 千 呢 9 不 兄 得 很 显然 ， 如 果 
G 不 连通 , G 就 一 定 不 会 有 支撑 树 ， 反 过 来 ,我 们 有 : 

定理 5.1 连通 图 一 定 有 支撑 树 . 

证 明 设 日 是 -个 连 道 图 ,如 果 昌 没有 图, 那 未 日 本 身 
就 是 一 个 文 撑 树 ,如 果 有 转 , 闭 末 仁 取 昌 的 一 个 痢 , 并 且 从 
这 个 图 中 任意 法 掉 一 -条 边 , 得 公 G 的 一 个 支撑 子 图 G4, 易 见 
Ga 仍 是 连通 的 ,如果 Gr 还 有 圈 , 就 理 从 某 一 个 图 中 去 掉 一 条 
边 ， 得 到 Ga，9s 仍 大 连通 的 , ……, 这 样 做 下 去 , 直至 得 到 一 
个 不 含 奖 的 连通 支撑 子 图 G, 为 止 , Gi 就 是 的 一 个 支撑 树 
了 .证 完 . 

图 5.4 中 涵 的 就 是 从 一 个 连通 图 出 发 , 按 定 理 5.1 的 
证 明 方 法 得 到 一 个 支撑 禁 的 过 程 ， 这 个 过 程 可 以 称 为 " 破 状 ” 

从 刚才 讲 的 破 圈 过 程 可 以 看 出 ， 一 今 连通 图 G 一 般 有 许 
多 种 支撑 树 .。 因为 在 取 定 一 个 图 后 , 可 以 从 这 个 图 上 任 合 去 


国 5.4 
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控 一 条 边 ， 央 的 这 不 一 样 , 往 到 的 支撑 料 就 全 同 . 

现在 考虑 一 个 连通 图 人 = [ 太 ， 辐 , 它 的 每 一 条 边 乌 有 一 
个 长 度 I6) 0， 这 时 ,对 于 区 前 任意 一 个 支撑 料 了 了, 我 们 
拒 阅 于 于 的 各 条 过 的 长 碾 加 起 六 的 询 码 笋 树 全 的 甘 度 , 记 作 
人 T)， 贷 如 对 于 图 5.5() 中 的 图 日 来 说 , (四 、(e) 中 的 两 
个 支撑 料 了 4 与 的 长 虹 识 分别 为 TD = 吕 , LY) 一 47 


: 阅 和 
4 7 2 
7 7 pe A / pd 
37 le A | A 2 6 
4 [三 1 pa 
/ 1 1 
贞 时 人 了 名 
Qa a 人 io) 


现在 又 可 以 提出 一 个 极 值 问题 了 .就 是 ， 媳 何 从 右 的 所 
表 支 社 树 咎 ,把 长 度 最 小 的 文 凑 柑 投 当 来 ? 

通常 , 我 们 把 长 度 匡 小 的 支 溢 树 叫 艇 最 小 树 。 有 了 这 个 
省 设 以 后 ,刚才 并 的 极 们 问题 就 可 以 简单 的 说 成 磊 ; 如 何 把 最 
小 衬 搁 身 来 . 国 此 , 这 个 问题 就 中 敌 最 小 类 问题 . 

最 小 酝 问 题 有 很 广泛 的 应 用 ， 供 刀 , 我 们 把 笑 5.5e) 的 
图 他 中 的 五 个 项 点 看 成 某 公社 的 5 个 大 只 ，G 的 边 看 成 是 公 
路 ,现在 要 架设 电线 (电线 必须 沿 着 公路 架设 ) ,使 各 大 队 之 闻 
都 能 道 电话 ,站 应 该 怎样 架 线 ,才能 使 所 用 的 电线 攻 少 ? 

考 感 一 下 , 就 可 以 看 出 , 这 个 问题 的 兴 环 是 决定 几 上 哪些 
边 上 该 架 线 , 野 些 边 上 椒 染 线 ， 设 架 线 的 边 的 集合 是 如, 那 
来 久 一 LW, 吾 ] 就 是 对 的 一 个 支 述 子 图 .因为 架 声 后 各 个 
大 队 间 部 能 通话 ,所 以 @ 必须 基 连 道 的 ， 因 此 要 使 电线 最 节 
约 ,就 是 要 只 G 的 所有 和 连通 的 支撑 子 图 中 , 把 总 过 长 最 小 的 授 
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出 来 , 但 是 不 难看 出 , 总 边 长 最 小 的 连通 支撑 子 图 一 定 不 会 售 
腔 : 想 想 看 , 为 什么 ?)， 从 这 必 定 是 一 个 支撑 灯 ， 因 此 哥 设 电 
线 的 问题 就 可 以 归结 为 展 小 树 问题 ， 

类 似 的 门 题 还 有 许多 , 例 站 收 公 玄 把 一 些 臧 镇 连接 起 米 ， 
收 渠 道 使 水 源 和 各 块 地 连接 起 来 ，……， 部 可 以 归 续 为 最 小 
本 问题 

另外 ， 县 小 树 问题 还 是 许多 其 他 图 论 中 的 极 值 据 题 的 基 
而 , 也 就 是 说 , 有 不 少 问题 在 计算 时 , 往往 首先 必须 求 出 一 个 
最 小 酸 ， 这 也 是 最 小 树 问 题 录 各 特别 重要 的 一 个 原因 ， 

在 这 .一 章 的 以 后 各 节 中 ,我 们 者 假设 直到 的 图 大 简 音 图 ， 
这 逢 做 法 的 合理 性 与 第 三 章 中 讲 的 让 一样 的 (请 看 一 个 第 三 
章 &I 最 后 一 段 }, 这 里 就 不 下 细 讲 了 。 


习 题 
4 把 到 5.5(a) 白 的 图 的 上 名 支 控 树 部 找 册 来 ,通过 比较 , 求 蝇 
日 的 最 小 树 . 
2. 设 图 G= [F， 妨 ] 的 每 尔 边 6 有 长 度 1Xa,) >>0， 证 朋 如 的 总 边 
长 为 最 小 的 连通 支 济 子 图 一 定 是 支撑 译 。 


2. 和 的 等 价 定 又 


在 介绍 求 最 小 译 的 计算 方法 以 前 , 先 讲 一 人 定 骏 , 它 在 下 
一 节 讲 计算 方法 时 要 用 到 . 

定理 部 名 设 下 - [Fr， 全 ] 是 一 信 惰 , 设 正 有 入 条 达 , wm 
个 顶点 , 则 mw 一 n 一 1， 

夺 证 加 这 个 定理 以 阐 ， 先 介绍 一 个 概念 并 且 证 明 两 个 强 
0 


理 , 这 些 疾 念 和 引 再 订 身 也 号 银 重 要 的- 
定义 亲 3 设 人 G- [FF 再] 为 一 个 无 向 图 , W 是 分 的 一 个 
顶点 :我 们 把 他 中 与 岂 关 联 的 边 的 条 数 名 煞 项 点 由 的 次 数 ， 
俩 师 图 5.8 中， 
deg v1—2, Ceg t=—=3, deg z= 


Qeg va— eg 1:—deg ba— 1, eo 

一 个 图 中 的 顶点 可 以 宙 它 的 次 数 米 分 类 . 

定义 总 5 次数 为 奇数 的 顶点 叫做 坷 顶点， 次 数 为 侦 数 
的 项 点 叫做 得 顶点 ,特别 地 ,次 数 为 
宪 的 顶点 叫 徽 难 评 点 ， 次 数 为 的 入 性 
顶 成 叫做 基 挂 点 。 3 

图 5.6 中 ，m mw, 6 是 奇 发 ~、 
顶点 ， 其 余天 总 客 明 偶 苏 点 ，v; 是 
诉 立 点 ， vs, 25, Vs 越 辐 挂 点 ， 从 图 图 5.6 
5.6 中 可 以 站 出 ,孤立 点 .最 特点 这 此 名 间 都 是 很 形象 的 ， 孤 
立 点 和 全 何 别 的 点 之 闻 都 没 克 路 和 活 , 确实 是 稚 立 的 ,最 挂 虽 
也 确实 银 芯 排 起 来 的 点 ， 容 易 看 出 ,一 个 侨 通 图 ,只 要 顶点 个 
数 超 过 了， 就 不 会 在 饭 立 点 . 

引 理 区 1 设 全 = [P， 梧 是 一 个 图 , 它 的 等 一 个 顶点 训 
的 次 数 孝 手足 dog ac>2， 那 玉 G 一 定 有 图 ， 

证 明 ”证 明 的 方法 大 从 任意 一 个 顶点 开始. 来 构造 @ 的 
一 条 稍 单 路 2 开始 时 , 呈 只 合 一 个 标点 ,以 后 逐步 扩大 .然后 
征明 .扩大 若干 次 后 , 包 中 一 定 会 放 现 图 ,当然 ,这 就 证 明了 全 
中 一 定 有 蝗 了 . 

我 们 结合 着 图 5.7 中 的 图 @ 来 证 天 这 个 图 的 每 一 个 

3?T 。 


顶点 的 次 数 都 之 2. 
完 任意 取 一 个 硕 点 ， 讽 如 取 V5, 并 且 令 B= fdj. 因为 
deguy 沁 2， 所 以 一 - 定 有 与 内 关联 的 边 ， 
ae 全 取 一 条 这 样 的 进 ,例如 取 s， 把 6 及 它 
”的 另 一 个 端点 名 加 到 五 中 太 , 使 多 扩大 
成 %= fo es u} .然后 再 育 一 条 与 te 
关联 ,而 不 属于 Pp 的 边 ， 因 为 dcg%s 庆 2 
这 样 的 边 是 一 定 存在 的 ， 例 如 区 世 .7 中 
a2 可 以 了 By 招 0 及 它 的 另 一 个 诺 点 吕 再 
加 入 使 扩 痰 成 p= {v4 es ta tu 4 ，…, 这 样 做 下 去 ， 
和 中 竺 增加 一 条 边 电 与 一 个 项 点 外 后 ,就 应 该 看 -- 看 , 它 属于 
下 面 琴 种 情况 中 的 那 一 种 
情况 1 Ww 是 第 一 次 出 现在 让 中 ， 这 半 ， 因 为 deg t 庆 2， 
所 以 一 定 还 有 与 名 关联 而 不 局 于 下 的 边 ， 妆 一 条 这 样 的 边 ， 
汇 它 及 它 的 不 同 手 的 另 一 个 端点 加 入 p, 就 又 可 以 扩大 
了 - 
情况 a 是 第 二 次 出 现在 疾 中 ， 这 时 不 必 再 扩大 六 了 . 
因为 2 中 从 上 一 次 出 更 党 到 这 次 出 现 共 中 的 一 段 就 是 一 个 
图 . 
因此 ,只 要 情况 2 一 出 现 ,就 找到 圈 了 。 那么 , 情况 2 是 
不 是 一 定 会 出 现 呢 ? 一 定 会 的 。 这 是 因为 p 总 简单 霹 , 邹 每 
一 条 边 在 p 中 只 提现 一 次 , 而 图 的 总 边 数 是 有 限 的 ， 因 此 , v 
不 能 无 限 地 扩大 ， 要 是 在 扩大 多 的 过 程 中 只 是 出 现 情况 工 
那 订 p 就 可 以 不 断 蝶 扩 大 下 去 。 这 个 耶 盾 说 明 , 经 过 医 干 次 
扩大 后 ,一 定 会 出 现 情况 2。 
仍 且 图 匡 - 为 例 ， 前 商 已 扩 大 到 史 -ps oa, 51 0 
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了 . 看 一 下 am 员 为 四 是 第 一 次 出 现在 到 中 , 属于 情况 工 故 
订 以 继续 芳 大 ,例如 可 以 把 钾 与 zs 可 到 六 中 去 ， 再 看 oo, 仍 
是 第 一 次 出 更, 再 扩大 Pp， 人 局 如 取 es 与 44， 即 扩 大 成 : 

DL= {V4, 4, Va, €1, V1, €s, Vs, Fa, Va} 
检查 v6, mm 姑 第 二 次 出 现 ， 这 属于 区 况 外 & 
2, 故 不 必 再 扩大 了 ， 因 汶 D 中 已 旺 现 了 " 如 出 
是 fs, ey on， oo e399} ( 见 图 5.8, 


a 

带 第 头 的 粗 线 表示 p 的 扩大 过 程 )， 引 上 

理 3 了 .I 证 完 . 和 
引 理 5.2 设 名 =[F, 三 为 一 个 图 5.8 


译 , 并 且 全 至 少 和 两 个 硕 点 ,那么 卫 一 定 有 孙 挂 点 . 

证 明 ”因为 下 是 区 ,所 以 人 是 连通 的 ， 了 不 会 有 孤立 顶 
点 , 即 每 一 个 顶点 的 次 数 aeg >0. 如 果 旦 没有 巧 振 点 。 
即 妆 的 每 一 个 顶点 的 次 数 郁 大 于 等 二 2, 郊 末 ， 由 引 理 5.1， 
工会 有 有 圈 , 这 就 与 了 是 树 瘦 盾 了 .证 完 . 

有 了 上 丁 的 准备 ,就 订 以 米 证 必定 琴 5.2 了 . 

定理 各 站 的 证 明 设 工 = [Y 本 是 枉 , 如 果肉 有 多 个 
顶点 ,定理 显然 成 立 , 现 设 了 有 不 止 2 个 顶点 . 由 引 理 瑟 .2, 了 
有 悬挂 点 。 设 站 是 一 个 基 强 点 , 根据 巧 硅 点 的 定义 ， 订 只 有 
一 条 边 与 名 关联 , 设 这 条 边 是 6, 不 焰 看 出 ， 几 于 下 中 有 不 
止 个 扶 戌 ,从 了 中 去 掉 % 上 与 er 剩 下 的 仍 是 一 个 酝 了 1 ( 见 图 
5.9)， 医 为 7 的 边 数 和 顶点 数 比 G 的 边 数 和 下 点 数 都 小 1 
所 以 只 要 能 够 证 明 各 1 的 边 数 比 融 点 数 少 1 也 就 证 明了 了 J 
的 边 数 化 项 点 数 少 1， 从 而 也 就 证 明了 定理 5.2 了 ， 

同样 , 因为 Ti 是 树 , Ti 也 一 定 有 巷 持 点， 如 果 Ti 的 顶 
点 数 > 2, 则 再 去 掉 一 个 县 挂 点 和 与 它 关 联 的 唯一 的 边 可 以 

w ?3 


图 5.9 
得到 树 7 而且 只 要 能 证 明 zs 的 达 数 比 顶 点 数 少 1 就 能 
证 明 Ty, 从 而 的 边 数 毕 顶 点 数 少 1 了 ,……, 这 样 不 断 的 去 
掉 悬 挂 点 和 边 ， 一 直到 得 到 一个 具 含 两 个 顶点 的 树 了 为 止 . 
显然 , T' 恰好 含 一 条 边 , 河 此 实 的 这 数 比 顶点 数 少 二 倒 返 
回去 ,就 可 以 证 明了 的 这 数 也 比 贰 点 数 少 1 了 .证 尘 . 
重 机 的 证 ,我 们 还 台 以 证 男 ; 

定 进 5.8 设 图 是 连通 的 , 并 且 边 数 等 于 顶点 数 减 才 
那么 对 是 极 、 

定理 二. 和 设 图 全 没有 图, 并 且 这 数 等 宁 硕 点 数 菩 1， 则 
台 是 树 . 

这 现 个 定理 证 明 起 来 不 很 礁 , 太 留 给 大 家 作为 习题 吧 . 

上 曾 三 仿 定 还 合 在 一 起 ,可 以 简单 的 说 成 : 对 于 一 个 图 来 
说 , 下 面 三 个 性 质 只 要 有 两 个 成 立 ,第 三 个 也 一 定 成 立 ， 

(D 连 运 . 

(2) 没有 图 . 

(3) 边 数 等 二 顶点 数 碱 1， 

在 定义 5.1 中 , 我 们 把 其 有 上 述 竹 质 {了 、(2) 的 图 叫做 
奉 , 在 证 明了 前 面 的 几 个 定理 尺 后, 我们 就 也 可 以 把 笠 定义 为 
具有 性 质 (DD、《8) 成 具有 人 性质 (2) 、(8) 的 图 了 ， 也 就 是 说 ， 
桂 这 公 禄 念 可 以 有 三 种 不 同 的 方法 来 下 定义 ， 这 三 种 定义 当 
， 


二 


然 木 质 上 省 一 样 的 ,在 数学 中 , 一 般 称 它 们 为 等 价 的 定义 . 

上 竹 讲 藤本 的 等 价 定义 ， 碍 束 最 小 权时 让 很 有 几 的 ， 例 
如 下 一 节 讲 的 一 个 计算 方法 , 求 出 的 是 一 个 满足 (2) 、(3) 的 
支 榜 子 图 ， 由 寸 倚 的 等 价 定义 ， 就 可 以 肖 定 它 是 一 个 支撑 料 
了 . 

习 题 

3. 证 阴 定 理 5.3 与 5.4. 

吕 、 评 到 : 如 时 图 台 一 [有 到 是 , -个 禁 ， 则 下 述 忻 质 成 亦 : 对 于 了 
市 往 意 梧 个 不 局 的 项 点 vi 与 ww 台中 椰 在 唯一 能 一 条 连 护 凡 与 性 的 
初 纹路， 过 过 来 , 刘 果 一 个 图 @G 具有 .上述 性 质 , 那 术 它 一 定 是 桂 ， 


3. 求 最 小 树 的 两 种 计算 方法 


求 连 通 图 的 最 小 械 的 方法 很 多 ， 我 们 内涝 其 中 的 两 种 
第 一 种 叫做 勾 图 法 ， 这 个 方法 可 以 用 一 句 口 雇 米 概 括 , 就是: 

许 肥 一 个 图 , 守 挤 图 上 最 长 的 这 . 

让 我 们 通过 一 个 例子 把 这 名品 决 的 用 法 解释 一 下 ， 就 拿 
5.552) 中 的 连通 司 避 为 例 ，G 有 有 好几 个 圈 ， 现 在 任 取 一 
个 , 钢 如 就 到 

人 一 fp ts, v4, Os} 
这 个 图 上 有 有 二 条 这 , 碟 长 的 是 [91, wj, 长度 基 5, 我 们 就 把 这 
条 边 去 掉 , 从 而 也 就 把 医 P“ 酸 ” 近 了 ( 见 图 5-10)， 接 下 去 ， 
再 看 看 和 镁 让 的 度 中 还 有 没 专 圈 ， 如果 没 有 ， 那 末 计 算 就 结束 
了 ; 如 举 有 , 访 再 任意 取 一 个 图 , 得 去 控 如 上 的 泸 长 这， 把 这 
个 圈 狼 挤 ,…， 直 到 璋 下 的 图 上 没有 出 (或 图 上 的 边 数 等 于 硕 
点 数 屿 时 为 止 、 


和 
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图 5.10 @ 


加 5.10 中 本 了 整个 破财 的 过 程 ， 一共 破 二 次 , 就 得 到 了 
最 小 树 ， 注意 , 在 第 :二 次 取 轿 po 时 , 峰 上 有 莽 条 边 冷 长 为 6 

是 最 长 过 ,这 时 ,可 以 任意 去 掉 共 中 一 条 . 

租 过 第 工 小 节 习 题 工 的 让 者， 可 以 把 做 出 的 结 时 种 攻 
5.10 比较- 下 ,是 不 是 一 样 ? 

破 疾 法 讲 起 容 绢 简单 ,但 二 , 为 什么 这 样 数 的 结果 得 到 的 
一 定 基 其 小 码 呢 ? 证 时 起 来 倒 有 些 麻烦 ， 让 我 们 在 下 面 的 第 
豆沙 节 中 再 讲 取 . 

再 介绍 一 种 求 让 小 料 的 方法 , 叫做 加 边 法 。 它 与 破 几 法 
的 懂 法 正 相 反 。 坡 苞 流 共 从 不 来 前 图 中 逐步 去 掉 边 , 每 次 去 
的 时 候 , 机 保持 住 图 的 连通 性 (从 图 .上 去 掉 过 ,余下 的 图 一 定 
仍旧 是 连通 的 ), 直到 图 中 没有 加 为止 ， 加 边 法 正 相反 , 它 一 
开始 先 把 图 中 的 边 都 去 掉 , 只 留 下 你 立 的 硕 点 ， 然后 逐步 的 
把 边 加 上 去 , 每 次 却 的 所 模 , 要 保持 住 “ 没 有 图 "这 一 性 质 , 在 
加 了 nn 一 1 条 边 Gs 十 顶点 个 数 ) 后 ， 襄 得 到 要 发 节 最 小 料 
T. 

加 过 法 的 计算 步 又 是 : 

步骤 工 把 图 遇 的 m 条 过 按 愉 短 到 长 的 次 序 重 新 编号 ， 
最 把 最 短 的 边 书 做 @1, 次 短 的 嘎 ez， …， 基 长 的 叫 en- 

仍 以 图 5.5(q) 中 的 G 为 例 ， 它 的 边 按 从 短 到 长 编号 后 ， 
2768， 


忘 该 编 成 象 图 .1 那个 样子 . 区 中 的 边 ea 与 6 的 长 度 者 是 
5, 因此 这 两 条 边 的 编号 倒 过 来 也 可 
步 琛 2 首先 把 的 边 如 尖 挤 ， “5 26 6 
得 到 一 个 只 含 个 孤立 项 点 的 支撑 子 。 / 
图 ， 然后 , 起 oj 2 … en 的 次 序 试 “ “” 
着 前 支 撑 子 图 中 吉 边 、 对 于 每 一 条 边 图 5 6 
B;, 间 先 壬 一 看 它 是 否 和 已 经 加 进去 的 边 形成 轩 ， 划 肾 不 形 
成 到 ,就 把 已 加 进去 ,如 栗 形 成 癌 , e 就 不 如 进去 , 而 考虑 下 
一 条 出 ex 一 直 因 到 得 到 的 支撑 子 图 含有 ”一 1 条 过 对 (由 
定理 5.4, 这 时 ， 得 到 的 支 泽 子 图 己 经 十 支撑 树 了 )， 计 算 结 
京 . 
图 5.12 中 醒 移 基 用 范 边 法 求 几 5. 入 中 网 图 G 的 最 小 
本 揭 过 程 ， 
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从 图 巨 . 芭 可 以 看 出 ,et ea 大 到 支撑 子 隐 中 岂 事 不 形成 
图 .接着 考 庆 ea, er 加 进去 恰好 与 61、 eo 有 形成 一 个 辕 , 再 此 
不 能 加， 这 考 起 下 一 条 这 6s, es 与 三 加 进 二 都 不 形成 园 ， 所 
世 部 可 以 如 进去 ， 上 5 加 进去 后 ， 得 到 了 - 个 有 4 条 边 的 支撑 
子 图 , 边 数 已 笔 于 质点 数 减 二 因此 应 该 结束 计算 ， 

图 5.12 中 最 后 得 到 的 县 小 译 与 图 5 如 的 不 一 拌 ， 但 是 
不 难看 出 ,它们 的 长 是 一 样 的 , 都 是 芭 . 如 果 在 对 G 的 边 编导 

7, 


时 ,把 s 与 es 对 换 一 下 , 得 到 的 最 小 加 就 与 图 5. 功 一 样 了 ， 

至 于 说 为 什么 用 这 个 方法 求 贞 的 一 定 巧 最 小 录 ， 志 放 在 
后 面 第 和 小节 中 证 明 . 

破 圈 法 与 加 边 法 那 一 个 好 呢 ? 应 该 说 ,两 者 各 有 优 缺 点 ， 
一 般 说 来 , 图 中 图 较 少 时 ,用 吏 回 法 疫 好 , 图 很 多 时 ,用 如 边 法 
较 好 ， 另 外 , 破 痢 法 让 起 米 简单 ,易于 普及 ; 而 如 边 法 昵 ,方法 
比较 系统 , 易于 编 成 程序 在 计算 机 上 算 . 

匿 5.18 中 夯 的 基 加 边 法 的 
开始 : 对 世 的 边 重 新 


图 5.18 

最 后 说 明 一 下 , 以 第 三 章 第 4 小节 讲 的 标注 来 衡量 , 元 边 

法 与 破 其 活 部 是 有 效 的 。 不 过 , 这 一 点 就 不 详细 讨论 了 .有 有 

兴趣 的 读者 可 以 音 已 来 估计 一 下 用 这 丙种 方法 来 求 最 小 条 时 
= 


所 需 的 运算 次 数 ， 


题 


面 背 个 芭 的 最 亿 杖 : 


4， 加 这 法 的 证 明 


这 一 节 与 下 一 节 分 别 讲 吉 边 法 鼎 破 
明 尝 起 米 可 能 难 一 些 , 读者 如 洲 这 到 困难 可 以 味 过 去 ,这 对 下 
而 儿 章 的 学 习 没 有 影 呵 . 

首先 ,再 证 明 一 个 树 能 重要 镍 质 。 

定理 5.5 设 人 ~[, 吾 ] 是 一 个 连通 岁 , 卫 是 他 的 一 
个 支撑 炒 , a 是 不 属于 下 的 一 条 边 , 则 在 拒 46 加 入 工 后 府 得 
到 的 支撑 子 图 人 中 ,一 定 存在 叭 一 的 阅 . 

证 明 设 e 一 [oo 嫩 . 因为 了 了 
是 充 撑 树 ,是 连 盈 的 ,所 以 .如 属于 
也 ,并且 在 了 中 一 定 存在 一 条 连接 
ve 与 的 初级 路 . 不 难看 出 6 与 这 
条 划 级 路 合 在 一 起 就 是 了 中 的 一 
个 图 .〈 见 图 5.14， 粗 线 代 表 属 于 卫 因 5.14 
的 边 , 车 拒 6 如 到 了 中 去 , 7" 就 有 园 fes, co er 所 找 找 


各、 


夏 , 把 其 他 不 属于 了 的 边 分 别 加 到 了 了 中 去 ,将 得 到 哪些 圈 . ) 
再 证 明 玫 中 具有 了 格 一 苞 - 个 圈 ， 用 反 证 法 , 设 了 中 有 
两 个 相同 的 财 pp 与 82, 显然 , pr 与 24 一 定 者 包 会 6; (不 然 的 
话 , 也 不 加 进 a 就 有 图 了 , 与 了 是 树 矛 盾 ), 而 且 除 了 & 神 外 
其 余 的 这 都 局 于 了， 因此 , 9 与 px 可 以 分 别 大成 是 & 加 上 了 
的 连接 % 与 必 的 两 条 不 同 的 初级 路 生 和 gs 组 成 ，( 见 图 


5.15, 双 线 为 gu 虚线 为 9g2)， 这 如 …， Wf … 全 是 -条 
nu 各 


加 路 (图 5. 世 中 ,从 内 出 发 ,先河 着 双 线 验 @ 人 6 到 多 
2 月 治 关 虚线 经 0、 6 于 回 到 多)， 
?一 “~、、% 问 路 上 的 边 痢 属于 TP， 另 外 ， 因 为 
， 各 与 不 同 ,至 少 有 '…- 条 边 只 出 现 
在 全 或 只 出 现在 ge 中 ， 也 就 时 说 ， 
这 条 边 太 -上述 回 路 中 只 出 现 一 次 ， 


“ 根据 第 - - 章 第 和 小 节约 习题 3, 不 难 
图 5.5 下 出 ， 从 这 条 同 路 中 再 以 注册 一 个 


立 ( 网 5. 熙 由 的 最 苏 南 的 周 fo 2, 5, e 到 o,f 200), 图 上 
的 边 都 属于 了 了, 这 请 与 卫 荐 树 矛 盾 了 ， 证 完 ， 

由 定理 5.5 可 以 得 出 一 和 从 一 个 支撑 袜 变 找 成 另 一 个 支 

设 守 是 图 如 的 一 个 支撑 栓 , a 龙 不 展 于 了 的 一 条 边 , 将 
加 到 当中 去 ,得 到 子 图 7', 时 完 理 5.5 可 徊 人 中 将 有 唯一 
的 天 2， 然后 在 图 C 上 任意 去 掉 一 条 边 exfe 和 e， 招 立 C 破 
掉 , 号 可 以 得 到 另 ` -个 支撑 子 国 Ta 了 ( 见 图 5.16) . 

上 述 把 了 了 变换 成 人 的 方法 可 以 简称 为 “加 边 、 破 国 ” 变 
黎 . 
， 50。 


图 5.16 


有 了 上 本 的 准备 . 就 可 以 汪 明 加 边 法 的 正确 上 疆 了 ， 首先 
我 们 作 : -个 假定 , 就是; 图 他 的 各 条 过 e 的 长 都 互相 不 相等 . 
一 般 说 米 ,对 于 任何 生产 实际 中 肖 到 的 最 小 树 问 题 来 说 ,我 们 
总 可 以 认为 这 个 假定 是 成 立 的 .因为 如 果 负 到 上 述 仿 定 不 成 
立 的 图 , 钢 如 图 5.5<@), 它 的 @ 与 6 的 长 都 是 5, ss 与 6 前 
长 都 是 6， 这 时 我 们 就 把 % 的 长 改 为 5.00001, eo 的 长 改 为 
6.00001, 这 样 一 改 ， 上 面 的 假定 就 成 立 了 , 而 另 一 方面 ,很 图 
显 , 这 种 修改 不 会 产生 实质 竹 的 影响 . 

作 了 上 述 假定 以 后 , 再 将 妃 的 边 控 照 从 短 刘 长 的 次 序 排 
列 ,就 应 该 有 : 

Hes) <He<…<Ffen). 

定理 5.6 设 用 加 边 法 求 得 落 支 撑 子 图 为 加 浊 字 , 是 
最 小 树 . 

证 明 首先 ,用 证 边 法 求 得 的 支 洪 子 图 全 显然 具有 
有 图 ”和 和“ 边 数 等 于 顶点 数 减 1” 这 测 个 性 项 , 由 第 2 小 节 讲 的 
裙 的 等 价 定义 ,可知 7 是 支撑 树 . 

现在 来 证 明 守 ,是 最 小 树 ， 用 反 汪 法 , 设 了 T 了 :不 是 项 小 树 ， 
而 男 一 个 去 撑 权 了 是 最 小 树 ,然后 设法 奕 排 量 一 个 矛 质 . 

设 了 Ti 中 的 w 一 t 藉 边 为 扣 , 发 1 其 中 和 是 第 一 
个 如 到 了 中 去 的 , 性 是 第 32 个, …, 纪 -1 最 后 加 进去 :由 加 
边 法 的 计算 步 避 可 知 ， 
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Te 瑟 HG 二 全 Me 
到 中 的 w 一 条 边 中 可 能 和 有 一 部 分 也 属 十 了， 现存 没 名 , 网 
， 毕 都 属于 于 而 履 :1 不 属于 也， 即 按 愉 , 此 …, 的 次 序 往 
下 者 ,yi 是 2 店 人 第 一 条 不 属于 也 的 边 ， 将 2 加 到 荆 中 
去 ,由 定理 5.5, 可 以 得 到 一 个 周 OC， 不 玲 看 出 ,0 中 至 少 有 一 
条 边 ea 它 不 月 于 这 集合 加 一 {6 的 ，…， 所 ,的 t+ 二， 道理 很 
简单 ,如果 避 中 的 边 都 局 于 马帮 未 O 就 搓 个 地 居于 TT3 了 
(区 为 加 中 的 边 都 十: 的 边 ) 这 与 了! 是 树 相 矛 慎 - 
现在 米 证 明 这 样 的 s 一 定 满足 ，!(eD) Ulei41)， 这 是 因 
为 ,首先 6 和 @ BB,…, 避 部 是 了 中 的 边 ,因此 如 果 把 加 到 
人 的 他 中 去 ， 沾 会 形成 图 .。 回想 一 下 组 加 边 法 构造 
2 的 过 程 ,在 马 , 改 ， …， 或 已 经 加 入 Ti 以 后 , 接着 加 进去 的 
是 反而 不 是 6 这 说 明和 斗 么 问题 呢 ? 说 明 于 et <Key， 即 在 
对 如 的 边 进 行 编号 时 ,ys 排 在 6 的 部 红 (如 暴 &; 排 穴 广 而 ， 
它 又 不 与 全 ,名 ,…, &} 形成 赂 , 它 就 应 该 先 于 rz 加 到 全 
中 去 了 ) ,这 就 证 用 了 ?Ce) > 了 . 
- 现在 就 可 以 竺 出 一 个 矛盾 了， 
不; 按照 前 面 讲 的 “加 边 、 破 
较 " 变 斤 , 把 &t4; 吉 到 也 中 去 , 然后 
去 撞 半 上 的 边 6。 得 到 一 个 新 的 
支 控 刻 42， 但 是 到 Ts) <AT), 因 
为 从 卫 灾 成 了 的 过 程 中 ,增加 的 边 
图 5.17 1 比 去 捧 的 边 6 短 ， 而 这 就 与 了 了 
是 最 小 树 矛 质 了 ， 定 理 5.6 证 完 . 
图 5.47 是 定 刺 5.6 的 证 时 过 程 的 一 张 示意 几 ， 设 网 中 
的 边 已 经 从 短 锅 长 编号 ， 粗 边 表示 由 切 这 法 求 得 的 支撑 树 
四 


公理 线 玉 示 不 同 于 Ds 的 最 小 笃定， 人 中 的 边 是 : 故 一 eu 
的 = 6 的 一 Bi 一 5 的 67， 的 :=2p， 上 其 中 6 引 . 由 也 局 于 
,= 是 三 由 第 一 条 不 属于 全 的 边 ,和 将 加 到 卫 由 去 得 
列 的 疾 C 包 含 4 Tes， ez es 61}， G1、 ea、 69 都 可 以 选 米 
作为 oj 色 达 一 次 * 加 边 、 破 图" 变换 ， 就 可 以 得 玫 一 个 长 度 比 
也 小 的 支撑 科 了 了， 

其 实 , 任 细 分 析 一 下 定理 5.6 的 证 明 , 可 以 看 出 , 它 实际 
上 上 是 证 明了 “如果 如 的 各 森 边 苓 获 都 互相 不 同 ， 那 末尾 何 与 
2 不 同 的 支撑 树 了 都 不 是 最 小 树 ”"， 因 此 我 们 还 可 以 得 到 一 
个 结论 ,就 是 : 

定理 5.7 如 果 如 的 备 条 边 冷 长 度 互 不 相同 , 那 来 台 的 
最 小 树 是 唯一 的 . 

当然 ， 在 @@ 有 长 度 柜 著 的 边 时 ，@G 的 最 小 树 不 一 定 是 唯 
一 的 


习 


证 明 在 岂 有 区 度 相 等 的 边 时 ， 用 加 边 法 求 得 的 四 仍 是 最 小 
笠 . 


5,， 破 圈 法 的 证 明 


上 上 一 节 汪 明 加 边 法 的 正确 性 时 ,用 了 一 种 “加 边 、 窗 图 ”的 
变换 方法 ， 为 了 证 明 破 加 法 的 正确 性 ， 用 另 一 种 把 一 个 
支撑 树 变换 成 另 一 个 支撑 耕 的 方法 ， 为 了 访 这 种 变换 方法 ， 
先 证 盟 一 个 定 强 。 

定理 5.8 设 了 -~ [VW 如] 是 图 他 ~ [F， 隔 的 一 个 支 举 
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笠 , @:€ 可 , 则 以 也 中 去 掉 & 所 得 的 支撑 子 图 了 不 连通 ,并 
卫 恰 好 有 两 个 连通 分 支 、 

证 明 多 含有 2 一 1 条 油 ， 所 以 于 应 该 含有 "一 2 条 边 . 
现在 米 证 中 省 不 连 甫 ， 嘻 反 习 设 了 T' 笑 通 , 因为 省 没有 
着, 和 她 然 也 没有 国 . 请 定理 5.2 2 应该 有 有 % 一 1 条 边 , 但 
大 这 汪 刚 才 讲 的 2 含有 mw--2 茶 过 矛盾。 

市 士 好 不 连 道 , 可知 TP' 至 少 有 两 个 连通 分 支 。 如果 了 
的 过 通 分 支 由 过 了 两 个 , 那 末 在 和 上 增加 一 条 过 是 不 会 一 下 
子 变 成 连通 的 ( 试 试看 画 一 个 有 三 个 连通 分 支 的 图 ,看 看 加 
一 条 边 能 椒 能 使 它 变 成 连 间 的 ;, 但 是 把 & 各 回执 了 ' 中 去 得 
到 的 工 却 是 连通 的 。 这 说 明了 了 ' 一 定 培 姥 有 两 个 连 省 分支. 

攻关 -18(o) 相 的 粗 线 表示 一 个 支撑 硅 开 , 例如 去 掉 @; 就 
指 到 ( 信 电 的 支撑 子 图 T， 它 悦 好 有 两 个 连通 分 支 , 它 忆 的 顶 
点 集合 分 别 是 ，JPa = fa v2, Va, Va 的 和 六 s 一 {5 it， 
oo}, 

现在 就 结合 着 绢 5.18 来 讲 另 一 种 从 一 个 支撑 许 变 换 成 
另 一 个 支撑 尉 的 方法 .这 个 方法 的 第 一 步 是 共 支 撑 枯 多 中 去 
指 一 条 边 , 什 了 断裂 成 一 个 右 酚 个 连 道 分 支 的 于 图 TY', 院 个 
连 虽 分 支 的 顶点 集合 为 亚 : 与 请 .然后 考虑 一 个 庄 点 属于 
太 、 另 一 个 端点 属 二 下 的 边 ， 在 图 5. 贷 他 ) 中 ， 这 切 边 鞭 
有 上 于 条 ,就 证: es ez ec, cen， 我 们 就 拒 这 生 条 边 绝 成 的 集合 
记 作 5F:, Fe，( 一 般 情况 ,如 果 委 与 吾 基 质点 集合 广 的 两 
个 子 集 合 , 那 订 [4, 日 | 说 表示 一 个 端点 属于 灶 劳 一 个 端点 
属地 欧 所 有 过 的 集合 )， 不 难看 蝇 , 把 [5 ,17s 中 的 任意 
一 条 边 加 到 7" 中 去 ， 就 可 以 访 信 又 变 成 一 个 连通 的 支撑 子 
"hd. 


从 


OD 


人 


(0) 7 


图 名, 而 时 给 好 含有 m 一 条 边 ,出 权 的 等 价 定义 ， 可 以 
看 只 ,Ts 是 一 个 新 的 支 举 衬 ， 例 如 ,把 ; 划 到 T' 上 卖 ,得 到 
的 就 是 创下.18(6) 中 的 支撑 宰 

上 潭 庄 瞧 变换 方法 可 以 则 做 “去 边 , 架 桥 " 讼 换 , 它 的 一 般 
步 联 是 : 

步 驴 1 去 边 ,四 从 支 挫 杰 全 中 任意 去掉 一 条 边 ,由 定理 
5 .8， 租 到 一 个 恰好 有 坝 个 省 过 分 支 的 支 掉 子 图 

步 驰 8 训 桥 ， 设 的 两 个 据 区 分 支 的 顶点 集合 分 别 
为 万 与 Fs, 从 [Pa Psl 中 任 取 一 条 边 需 到 全 中 去 ,得 到 一 
个 新 的 支 排 树 4， (由 于 增加 一 条 边 很 象 在 河 两 岸 陆 记 之 癌 
桨 一座 桥 ( 见 图 5.18(5)) 所 区 把 这 一 步骤 是 做 架 桥 ). 

和 了 证 明 玻 图 法 的 正确 性 , 还 要 用 到 一 个 定理 . 

定理 5.9 设 从 图 晶 前 赤 撑 独 卫 中 夫 控 一 条 边 6 得 到 
到 ,于 的 商 个 连 道 分 支 的 顶点 集 全 为 Ps: 与 Pa 又 设 吕 定 引 
的 一 个 恩 ， 并 且 a EC, 那 末 [Fa] 中 一 定 还 有 一 条 不 同 
于 as 的 边 也 属于 图 C. 

这 个 定 再 的 详细 证 暑 路 不 讲 了 , 留 给 大 家 作 习 题 ， 不过， 
直观 虐 看 ， 这 个 定 埋 是 很 清楚 的 。 例如 从 图 5.18(2) 可 以 和 
出 ,如 果 图 人 中 有 一 个 图 0, C 包含 边 tf 例如 OAeo 

85。 


4 省 和 ， 想 象 有 一 个 人 从 号 开 纵 , 潮 着 图 CO 畦 一 图 ， 基 后 回 
到 几 ， 那么 当 亿 经过“ 恬 ”e 时 ,他 这 从 河 的 一 侧 ( 即 Fa) 走 当 
了 另 -- 伺 好 了 D, 攻 此 它 必 须 从 丹 一 条 ' 桥 " 走 回 米 , 即 他 还 必 
须 经 过 另 一 条 {F Fa 的 所 ( 这 负 基 e), 才 能 最 后 又 回 到 

现在 可 以 讲 残 圈 法 的 证 明子， 和 上 上 一 节 -- 样 , 我 们 还 证 
信 定 图 他 中 各 条 边 的 长 度 都 互 不 相等 ,下 此 , 出 定 理 5.7， 个 
前 最 小 柯 是 唯一 的 , 仍 把 它 记 作 Ya 

定理 5.10 用 蔽 圈 法 求 得 的 -- 定 是 最 小 权 TT， 

证 明 设 a 是 忆 拘 任 党 一 个 圈 0 中 的 最 长 边 ,我 们 现在 
来 证 明 , ET 

用 反 证 法 , 设 EP1， 按 照 萄 面 计 的 “去 边 、 架 桥 ” 变换 ， 
先 从 Ta 中 去 掉 边 @ 得 到 了, 2 的 两 个 连通 分 支 的 顶点 集合 
人 省 称 为 六 与 户 ， 因 为 aEC 出 定理 5.9, C 中 一 定 还 包 售 
[Fi TP 和] 语 不 同 于 6 的 舅 一 条 边 6， 现在 把 6 可 到 守 ' 中 去 ， 
就 得 到 一 个 新 的 支撑 料 T"， 从 了 TD, 变 到 T"' 的 过 程 中 ， 加 上 
的 边 @ 是 OQ 上 的 边 ,而 去 挤 的 边 @ 是 CG 上 的 最 长 边 ,所 以 Tc) 
>HMes), 由 此 可 得 KZ <ZUTD, 但 这 就 与 Ti 是 最 小 树 六 
盾 了 . 

因为 ws 毕 和， 所 以 把 m 从 如 中 去 撞 后 ,得 到 龄 图 Bu 仍然 
包含 了 人 Ti; 的 所 有 边 , 显然 了 了, 也 是 Gf 的 最 小 村 。 如 果 @ 还 
有 团 Q, 那 末 和 前 耐 一样 , 0 上 的 最 长 过 仍 不 居于 到 ,所 以 
还 可 以 去 控 , 也 就 是 说 , 用 彼 轩 法 去 掉 的 边 ， 都 不 属于 全， 因 
此 ,在 计算 结束 时 , 留 下 的 边 就 恰好 是 名 的 所 有 边 了 ， 证 完 ， 


习 题 


工 . 证 油 定 理 5.9. 
3， 渤 归 当 8 中 有 长 度 祖 等 的 法 时 , 用 豆 国 求 得 的 仍 朋 是 居 小 和 
8586 ， 


六 、 最 小 点 基 问 题 


工 什么 是 最 小 点 基 问 题 


认 我 们 先 看 一 个 例子 ， 角 6. 工 中 国 了 一 个 有 向 图 ， 它 揭 
每 一 个 贰 点 w 代表 其 艇 球 队 的 一 个 队员 ， 它 的 性 代 表 的 意思 
十 ; 如 果 有 一 条 从 赃 出 发 而 指南 w 的 弧 他 力 ， 就 表示 队员 和 
能 够 通知 四 现在 教练 想 杰 通知 全 体 队员 都 来 练 球 .请 你 
基教 练 等 蕙 一 下 , 他 革 少 变通 知 儿 个 队员 (然后 出 这 些 队 员 再 
转告 其 他 队员 ), 才 能 合 电 有 队员 者 被 通 知 到 . 


Bu Dy 和 
劲 ts 

加 ty 内 A 
本 x 
VAN “< 一 

/ 一 

和 二 
罚 6.1 图 68.2 


例如 教练 运 知 了 wu 那 末 wi 可 以 再 通知 ys， v3 丸 能 转告 
ta 全、 个 难看 出 ,如 系 教 练 通知 了 vz，ww， V7， tu, 那 末 ， 
只 要 按 图 6.2 画 的 那样 做 ， 全 部 队员 就 都 能 接 到 通知 了 ， 但 
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是 ,是 不 是 于 少 通知 四 个 队员 呢 ? 能 不 能 再 少 通知 元 个 况 ? 

大 察 试 一 下 载 会 知道 = 个 人 在 够 了 ,例如 可 以 上 只 通 
若 久 ,7 和 ms, 而 且 毒 少 就 不 可 能 ( 想 柜 大 ,为 什么 )， 

上 而 这 个 酌 子 很 简单 , 通 分析, 试验 就 可 以 知道 
至 少 要 通知 : :个 人 .全 是 如 果 遇 色 问题 ,但 是 图 
中 的 顶点 很 多 , 那 本 仅仅 靠 试 验 就 不 行 了 而 要 有 系统 的 
方法 .这 一 剖 的 主要 月 的 就 元 介绍 解决 这 类 问题 的 一 种 方 

首先 , 让 我 们 把 要 解 块 的 问题 骨 确 一 下 。 回想 一 下 在 第 
二 章 讲 有 向 图 时 ,我 们 介绍 过 一 个 概念 “由 名 可 达 %”( 见 定 
广 3.?， 苗 如 末 存 在 一 条 从 顶点 w 到 2 的 有 癌 路 ,总 说 表 必 
可 达 %。 谢 了 讲 起 米 更 方针 ,我 们 再 引入 一 个 概念 、 

定义 6.1 设 攻 = (07 四 其 一 个 有 向 图 ,4 与 久 是 个 的 
两 个 顶点 , 姻 江 由 ww 可 达 久 , 就 称 丸 十 名 的 前 代 , 玖 称 裤 是 
的 后 代 。 

这 个 慨 您 在 我 们 刚才 考 卡 鸭 下 通知 问题 中 是 很 重要 的 ， 
因为 如 果 教 练 道 知 了 名 , 那 末 所 有 各 的 后 代 名 就 都 订 以 间 
接 的 得 到 通知 了 ,而 要 保证 所 有 队 其 都 得 到 通 短 . 由 教练 直接 
通知 的 队 呈 的 集合 卫 必 须 具有 下 面 的 性 项 ; “对 于 任意 一 个 
队员 w, 一 定 罕 在 万 中 的 一 个 mw 使 竹刀 是 5 的 前 代 . "或 者 
说 , 召 的 所 有 后 代 色 轿 了 她 鸭 所 有 希 点 ， 按 热 上 面 的 分 折 ， 
可 以 给 出 下 而 的 党 尽 - 

定义 6.2% 设 G= (WB) 是 一 个 有 向 图 , B 是 车 十 个 项 
卢 的 集合 , 或 者 说 吾 基 下 的 子 集 。 如 共 对 也 任 党 的 %EF， 
都 存在 一 个 %EB, 匡 得 ;是 9; 的 前 代 , 则 称 呈 是 一 个 点 基 . 

例如 按 罗 才 讲 的 ,在 图 6,1 的 图 G 中 ,B={vy v6, v7, Vu} 
» B+ 


及 BB fo wu 十 者 是 点 其， 有 了 点 莫 这 个 慨 念 , 又 可 以 
提出 两 个 图 论 中 的 级 利 问 题 了 ; 

问题 1 求 一 个 包含 顶点 最 少 的 点 其 (这 样 的 点 基 今 后 
品 最 小 点 基 》. 

问题 3 设 图 名前 但 一 个 顶点 全 都 对 应 一 个 非 负数 权 
(wu 叫做 号 的 权 ), 现 在 时 求 一 个 点 基 , 偶 得 它 所 人 包含 的 顶点 对 
应 的 mm 之 和 最 小 (这 样 的 点 鞭 今 时 囊 朱 最 小 的 点 基 ). 

夷 然 ， 前 商 主 的 下 通知 问题 可 以 归 鲁 为 问题 二 另外 如 
暴 教 练 通 逢 队员 时 必 纹 付出 一 定 的 代价 a:( 例 如 可 以 代 
表 数 练 给 几 打 电话 斯 需 的 时 间 )， 于 未 . 媳 兴 教练 首 不 如 何以 
最 小 的 代价 使 放 有 队员 都 得 到 通知 ， 就 会 渴 到 求 冯 最 沁 的 点 
基 问 题 ,由 问题 3， 

注意 , 如 时 令 每 一 个 琉 点 % 的 权 o 都 等 于 十 那 末 权 最 
小 的 点 基 就 是 最 个 点 茜 。 网 此 , 亲 题 4 其 问题 2 的 一 个 特 
例 . 

下 而 就 来 诬 间 题 1 和 ?2 的 解法 ， 以 后 将 看 到 ， 这 两 个 问 
题 都 是 较 容易 解决 的 ， 不 过 ,为 了 解 问题 了 与 2 首先 要 学 会 
求 一 个 在 问 图 的 强 连 通 分 支 ( 复 习 一 下 第 二 章 第 83 小节) 的 方 
法 ,学 会 了 这 种 方法 ,问题 1 与 2 就 迎 忆 而 炸 了 


2.， 求 强 连 通 分 支 的 方法 


在 第 二 章 第 8 小 节 中 ， 我 们 介绍 过 在 癌 图 他 的 强 这 通 分 
支 的 概念 。 在 那里 我 们 也 曾 江 过 一 个 例子 说 了 小强 连 亲 分 支 
的 方法 。 这 种 方法 是 : 首先 任意 取 一 个 硕 点 0, 然后 拒 扩 在 与 
如 互相 可 达 的 顶点 % 都 找 出 来 ， 这 些 项 点 的 集合 1 《注意 避 


8 ， 


也 郧 村 83) 芋 记 的 子 图 [341 【就 是 8: 和 所 有 起 只 和 似 点 都 罗 
于 54 的 红 组 成 的 型 个 子 图 ) 就 是 包含 % 的 强 连 道 分 支 ， 热 后 
再 到 一 个 不 属于 总 的 顶点 岂 再 求 出 与 必 互 相 可 达 的 顶点 梁 
合 品 , 得 下 起 一 个 强 连通 分 支 区] ，…, 最 后 就 可 以 把 所 有 强 
连通 分 支 都 落 出 来 了 .。 

但 是 ,怎样 从 名 求 名 明了 这 个 问题 在 第 二 章 中 没有 仔细 
讲 ,现在 演 来 讲 一 下 

由 定义 6.1, 不 难看 出 ,如 果 项 点 妈 与 名 也 相 可 达 , 闭 末 
忆 玛 是 m 的 后 伐 (因为 册 沁 可 达 岂 ,又 是 % 的 前 代 《( 因 为 
用 名 可 达 吉 ,因此 ,要求 所 有 与 互相 可 达 的 顶点 集合 5 
只 要 先 求 出 aa 的 所 有 后 代 的 集合 避 再 求 出 m: 的 计 有 前 代 的 
集合 己 。 然 后 , 找 出 所 有 新 属于 屋 又 局 于 了 的 硕 点 ,这些 硕 
点 就 组 成 了 集合 3 

为 了 求 量 wW 区 所 专 后 从 的 六合 如 也 可 以 采用 一 种 这 号 
法 ,在 这 种 标号 法 中 , 一 且 能 确定 一 个 预 点 是 ;的 后 代 , 就 给 
它 一 个 栋 号 十 基体 计 符 对， 首先 给 如 以 标号 十 ， 这 是 因为 
亿 可 达 全 自己 ,因此 汪 本 身 也 古 习 的 后 代 、 然 后 逐步 扩大 已 
标号 克 的 范围 ,办 法 是 : 如 果 发 现 一 个 顶点 岂 是 已 标号 的 ,而 
义 在 在 一 条 以 因为 起 成 的 弧 (名 办, 这 时 ， 如 果 包 还 没有 得 
到 标号 , 就 可 以 给 w 以 标号 十 ， 这 样 做 的 道理 很 简单 ， 国 为 
局 有 标号 ,说 明 它 是 如 的 居民 ,最 存 在 一 条 从 汪 到 馈 的 志向 
路, 这 条 有 向 路 接 上 弧 做 人力 衣 是 一 条 居 到 宣 的 有 疝 路 [中 
司 6.3), 因 此 w 世 是 ci 的 后 代 . 这 禅 不 断 扩大 已 标号 顶点 的 
范围 , 自 到 苑 法 扩大 为 止 , 这 上 时, 所 有 已 标号 的 页 点 堵 恰 好 是 
钮 的 讨 代 的 集 合 召 了 。 

个 如 在 图 6. 上 中 ,要求 w 的 所 布 后 代 的 集合 己 首先 在 
0 。 


Se 


gr 旁边 标 上 ! ,因为 加 有 标号 , 07, 力 是 以 mr 为 起 点 的 红 , 记 


以 ws 岂可 以 得 到 标号 ， 史 + 
丸 可 以 使 26 得 到 标号 ,wr a 
丸 可 以 使 全 ,得 到 标 导 ,…y ” ~ 


最 后 ,在 vot v0 me 蝇 
六 个 顶点 得 到 标号 后 ， 就 。 区 03 
无 法 青 扩大 标号 点 的 范 畦 了， 区 此 ， 如 就 包含 上 述 六 个 贰 
点 . 

当 一 个 图 中 顶点 和 驱 得 多 时 , 为 了 使 标号 过 程 有 条 不 素 ， 
从 而 各 免 重复 ， 遂 常 在 考 霞 一 个 有 昧 时 的 顶 成 % 时 ,应 该 把 
所 右 从 避 出 发 的 又 化 , 办 都 考 囚 一 渔 ， 如 果 (h 六 的 终点 四 
还 没有 计 号 , 就 给 它 标 上 号 ， 考 织 完 以 后 , 顶点 岂 藉 可 以 认 
为 已 经 < 验 查 > 过 了 ,今后 就 不 必 再 考 者 它 了 因为 它 再 也 不 会 
窗 别 的 甩 点 得 到 标号 了 ) , 熟 后 再 取 一 个 已 标号 而 没有 "检查 ” 


过 的 顶点 来 考 谍 ,……, 杂 于 发 现 所 有 有 区 号 的 珊 点 都 已 经 被 
检 碍 过 了 , 那 林 很 显然 ,已 
入 经 不 可 能 再 扩大 已 标号 点 
‘ 的 范围 了 ， 
> 仍 以 图 6.4 为 例 ， 在 


A 、 给 tw 以 称号 以 后 , 只 有 加 
3 人 玉 、 一 个 点 是 已 标号 而 来 检查 
多 考 二 ws 这 时 ,应 该 把 


x > 所 有 从 图 出 发 的 才 爹 考 


™ 培 一 遍 ， 这 里 用, 少 、 

次 6.4 (7, 8) 和 (7, 12) 三 条 ， 因 

此 mw， vs 和 ws 都 可 以 得 到 标号 ， 这 时 , wr 已 检查 完了 , 因此 
391 。 


我 们 车 色 的 标号 十 下面 画 一 个 赂 ， 表 示 它 已 检查 过 了 《 见 图 
6 . 避 ， 然 皇 再 了 到 一 个 已 标号 而 未 检查 过 的 顶点 ， 傣 如 到 wy 


委 设 有 从 ws。 出 发 的 络 ， 因 

AAA 下 ,考虑 ms 的 结业 没有 使 

T A" 任何 项 点 得 到 标号 ， 但 

£7 | to 滔 算 已 检查 过 了 ,所以 

Vy NA 在 六 的 二 外面 了 机 

ey \ 个 图 ， 请 大 站 继续 把 这 个 

/ ”例题 做 二 去， 当然 ， 计 算 

过 we 的 结果 一 定 还 是 和 图 5.4 
一 样 的 ， 

图 8 把 上 面 计 扒 总 结 起 


来 ,就 可 以 得 到 下 面 的 求 顶点 vw 的 所 有 后 代 的 集合 玉 的 计算 
方法 了 : 

步 难 1 给 必 以 标 导 十 , 如是 已 标 屿 商 未 检查 的 而 
点 . 

步骤 2 酒 看 是 否 有 已 标号 而 未 检查 的 顶点 , 如 果 没 有 ， 
计算 结束 ,这 有 已 标号 的 硕 点 就 组 成 集合 吾 ， 如 果 有 , 任 取 一 
个 这 样 的 顶点 ww， 转 入 步骤 3. 

逆 取 3 找 出 开刀 为 起 点 的 所 有 缴 (E, 仿 ， 一 条 一 条 地 
演 虐 这 些 浙 ， 如 果 (&, 站 的 终 虑 引 没 有 标号 ,就 给 4 以 标号 
十 , 作成 为 已 标号 而 末 检 查 的 顶点 ， 这 些 弧 部 考虑 过 以 后 ， 
品 成 为 已 答 查 过 的 ， 在 它 旁 辽 的 十 外 闸 囊 一 个 网 ， 转 回 步 
骤 2， 

如 黑 想 菜 原 卜 的 所 有 前 民航 集会 已 ， 可 以 妥 到 与 上 配 
完全 相似 的 六 活 ， 步 皮 工 和 3 是 一 样 的 , 唯一 的 差别 是 步 台 
+ ga 


3, 本 来 ,在 取 定 了 区 以 后 , 考 起 的 是 以 v4 为 起 点 的 缴 偿 , 办， 
现在 则 应 该 改 为 沽 不 以 科 为 终 起 的 弧 ( 记 司 ， 如 果 这 条 统 的 
起 点 雪 还 没有 标号 ,就 应 该 给 它 以 标号 。 另外 , 为 了 在 一 张 
尚 上 间 时 求 志 的 所 有 前 代 与 后 代 ,部 来, 在 求 前 代 时 , 可 以 用 
“一 ?作为 标 导 . 

仍 以 图 6.1 中 元 图 为 伞 ， 现 在 来 求 v7 的 疯 牧 的 集合 书 ， 
宕 给 泊 以 标号 一 以 后 ,考虑 以 避 为 终点 的 蜂 , 这 乐 只 有 (8,7) 
一 条 ,因此 ws 亿 可 以 知 到 标号 , 伍 是 , 别 的 大 点 再 也 得 不 到 标 
号 了 ,因此 了 一 fw, 2} 

在 图 6.6 中 , 深 有 十 的 顶点 是 wv; 的 后 代 , 标 寄 一 的 顶点 
是 的 前 代 , 民 此 ,很 是 然 , 既 标 为 十 吧 标 有 - 的 顶点 就 是 与 
0: 宣 相 休 达 的 顶点 了 ， 从 
图 6.6 可 以 看 出 ,这 种 项 点 
只 有 人 与 如 疯 个 ,两 示 ， 
与 轨 对 应 的 8 一 ton ed 
而 话 6.7 中 所 画 的 就 是 人 
生成 的 子 图 [S1] 了 . 

在 求 出 了 一 个 强 连 通 
分 支 -&] 以 后 ,应 该 看 看 ， 
是 不 是 有 不 属于 它 的 项 
点 ,有 的 话 ,就 再 任意 琶 一 四 66 
个 不 属于 中 的 顶点 oj， 青 求 出 包含 wm 的 强 连 到 分 支 [S21; 然 

后 再 到 一 个 既 不 属于 吕 又 不 属于 Ss 的 项 

?到 每 一 个 顶点 都 属于 一 个 强 
图 6.7 连通 分 支 为 此 . 

人 饮 杂 在 图 6.6 由, 取 不 属于 品 前 顶点 ww， 不 难 算出 ， 几 

0。 


外 的 后 代 集 合 及 一 {vo}, 前 代 


ty 的 集合 P= tm V3, ao， 
A 4}, 所 以 ,82 一 {oo}, 当然 它 


生成 的 学 图 也 只 包含 一 
个 顶点 ,而 不 包含 任何 弧 . 继 
续 做 下 去 ， 最 后 可 看 出 ， 图 
6.6 中 的 有 向 图 共有 八 个 强 


ts 0 连通 分 支 ， 它 们 分 别 是 出 
图 6.8 SB1= {mm, 95}, 69= {v0}, Ba— 


{v0}, Be= {01}, Ss= {os}, B 
{v3,%52， V3} 生 成 的 ( 见 图 6.8)， 


~— {vs, Ve}, S7— {vo}, Ss— 


习 是 


1. 写 出 求 一 个 顶点 名 的 所 有 前 代 的 集合 了 的 计算 步 又 .并 画 出 
种 网 . 
8&、 求 出 个 面 两 个 右 向 图 的 所 有 强 连 通 分 支 ; 


me 
多 2 
名 va 
ba 
(© © 


38， 证 明 本 节 所 讲 的 求 强 违 通 分 支 的 计算 方法 是 有 效 的 ， 
84。 


3、 问 题 工 与 3 的 解法 


现在 可 以 回 过 头 来 讲 第 工 小 节 中 提出 的 两 个 问题 的 解法 
了 。 不 过 在 讲 以 前 ,我 们 还 要 介绍 -个 概念 

定义 6.3 设 [83 是 有 向 图 G 的 一 个 强 连通 分 支 ， 如果 
在 @ 中 ,不 存在 终点 属于 [5.1 而 起 点 不 属于 [S11 的 驱 ,就 称 
[gg 为 最 高 的 到 连通 分 支 。 

现在 就 用 这 个 定义 来 判 其 一 下 ， 图 6.8 的 八 个 强 连 遂 分 
支 中 , 哪 风 个 是 最 高 的 ， 先 看 [34]， 从 立 6.9 中 不 难看 出 ， 终 
点 属于 [Si] 的 弧 只 有 两 条 ， 
即 (7, 与 (8, 7), 它们 的 起 2 \) 
点 也 都 属于 [8J， 也 就 是 。 人 ， 
说 , 找 不 到 终点 网 于 [54] 而 
起 点 不 属于 [8:] 的 弧 , 因 此 
[54] 是 最 高 的 ， 再 看 [8]， 
[Sa] 只 包含 一 个 顶点 oo， 终 
点 属于 [5 的 弧 有 (8, 归 ) 与 
(20, 鸭 两 条 ， 但 它们 的 起 
点 不 属 也 [8s]， 因 此 [Sa] 就 
不 是 最 说 的 用 同 楼 的 办 国 6.9 
法 ,可 以 看 出 ,在 八 个 强 连 通 分 支 中 ，[s，[S4] 和 [Si] 是 最 
高 的 ,而 其 他 五 个 都 不 二 最 高 的 . 

讲 到 这 里 ,需要 的 准备 工作 都 已 做 好 ， 可 以 讲 问题 了 与 3 
的 解法 了 

问题 1 的 解 洋 如 下 ， 


.+96. 


冰 积 1 找 出 图 G= (4) 的 所 右 强 连通 分 支 . 
连通 分 支 中 找 出 所 专 最 高 的 强 治 适 分 支 ， 
意 取 一 个 顶点 ， 


步骤 3 队 仁 个 最 高 的 强 连通 分 支 中 和 
组 成 的 项 点 集合 盏 就 是 台 的 一 个 最 小 点 基 . 

按照 上面 庵 的 三 个 悄 台 来 解决 前 面 讲 的 救 练 下 道 知 问题 
荔 很 容易 了 ， 上 一 节 已 经 求 贞 了 图 8. 工 中 的 图 的 所 有 强 连 通 
分 支 ( 见 图 6.81， 刚 才 又 已 经 浏 定 了 有 三 个 强 连 道 分 支 是 最 
高 的 ,就 是 [84 LS 和 [SS1 .因此 ,只 要 再 技 步 卫 3, 从 CS、 
加 轨 和 [ss 中 各 笃 意 取 一 个 项 点 ,例如 从 [Si] 中 取 凡 , [5 中 
取 vu [Ss] 中 取 ve, 得 到 的 记 一 {2s 从 ，wa] 就 是 一 个 最 小 
点 基 了 、 员 外 ,Bs fa as， 9n}， Ba 一 {0 Wi #9) 也 
都 是 最 小 点 基 ， 因 此 教练 可 以 内 通知 ps， on 利 wa 也 可 以 象 
第 1 小 节 中 讲 的 那样 , 通关 we 和 oa， 不 难看 出 这 个 了 网 
题 一 共有 六 个 不 同 的 最 小 点 基 . 

”分 析 一 下 上 面 的 三 个 计算 步骤 ， 就 会 看 出 这 些 步骤 都 是 
比较 容易 做 的 , 稍为 麻 贷 毕 的 铠 怕 还 是 步 台 二 但是, 要 证 明 
用 这 三 个 步 殊 求 出 来 的 一 定 总 最 小 点 苛 , 也 就 是 说 ,证 明 上 面 
讲 揭 方 法 是 正 列 的 , 还 要 北 一 些 功夫 , 首先 让 我 们 证 明 两 个 
引 理 . 

引 理 @.1 设 [SJ] 是 一 个 最 高 的 强 连 通 分 支 , 又 属于 


[52 面 吕 不 局 字 [59, 闭 来 2 不 会 荐 w 的 后 代 (顺便 说 一 
下 ,这 个 吉 理 也 说 明了 [SD 确实 克基 种 意 义 卡 二 最 高 的 )、 

2 。 证 明 “用 肥 汪 法 如果 

LA 一人、 一 是 加 的 后 代 , 即 存在 一 条 

一 内 忆 型 必 的 有 馈 路 和 《( 灵 网 

图 5.10 6.10 目的 承 塌 图 )， 现 在 候 


设 从 ow 出 发 , 沿 着 Pp 向 前 走时 , 第 一 个 遇 到 的 属于 [sq 的 项 
点 是 ,也 就 是 说 %% 前 面 的 一 个 硕 点 加 不 属于 区 ,但 这 时 
弧 (aw vo) 将 是 一 条 终点 属于 [5 而 起 点 不 属于 [Sd] 的 弧 , 这 
就 与 [Sd 是 最 尚 的 强 连 通 分 文 耶 盾 了 .证 完 . 

现在 ,让 我 们 结合 着 教练 下 授 知 问题 来 想 仍 看 , 引 理 6.1 
说 时 了 什么 问题 ? 不 难看 出 , 它 说 明了 , 如 兴 必 是 一 个 属于 最 
连通 分 支 [的 队员 , 那 术 任何 不 属 十 [8 的 队员 加 是 
5 法 通知 到 他 的 , 因此 , 教练 全 少 要 直 搂 通知 [sq 中 的 一 个 队 
员 . 用 图 论 中 的 话 来 说 ,应 该 把 上 面 的 结论 涪 成 ; 如 果 顶 点 集 
合 召 是 一 个 点 基 , 几 末 每 个 最 高 连通 分 支 [8d 至 少 有 一 个 顶 
点 机 属于 如 而 出 此 到 然 又 可 以 得 到 一 个 结论， 就 是 ， 

引 理 6.2% 设 图 从 有 上 个 最 岗 强 连通 分 支 ， 那 末 父 的 每 
一 个 点 基 召 至 少 包 含 个 顶点 . 

由 引 理 6,2 可 以 看 上 出， 如 果 能 找到 一 个 点 基 召 恰好 包 
会 二 个 项 点, 避 就 一 定 古 最 小 点 基 了 .因此 , 要 证 明寺 面 的 计 
算 方法 是 正确 的 , 只 要 能 证 明 ,“ 从 个 最 沿 的 强 连 通 分 支 中 
任意 各 取 一 个 顶点 组 成 的 集合 B 一定 是 一 个 点 基 ” 就 可 以 
了 .下 而 就 来 证 明 这 一 结论 . 

定理 6.1 从 名 的 每 一 个 强 连 通 分 光 中 任意 各 取 一 个 顶 
点 组 成 的 集合 了 是 如 的 一 个 点 基 . 

证 明 要 证 明 的 大 ,对 于 名 的 任 一 顶点 w%， 一 定 可 以 从 
如 中 找 出 一 个 使 得 办 是 w 的 前 代 . 

首先 设 w% 属于 某 一 个 最 高 的 强 连 通 分 支 [Si], 那 末 按 照 
怠 的 造 法 , [Sx] 中 一 定 有 一 个 项 点 属于 B, 设 它 为 mw, 邮 与 可 
都 属于 [8], 因此 是 互 独 可 达 的 ， 当 然 由 入 可 达 w, 央 在 加 
中 ,已 经 找到 了 一 个 包 是 的 前 代 了 。 


， 97 ， 


再 设 岂 属于 蝇 连 通 分 支 TS ,而 [5 吕 不 是 最 高 的 ， 那 末 
一 定 存在 一 条 咪 点 展 于 [3 而 起 点 不 属于 [和 9 的 纶 Coy, to) 
设 wm 属于 另 一 个 强 连 通 分 支 [S]， 如 杂 [SJ 是 最 高 的 ,就 好 
了 ,因为 这 时 [Si 中 一 定 有 一 个 项 点 些 属 竹 百 ( 见 图 6.11)， 
因为 由 w 可 达 久 它们 都 届 于 [出 加 可 达 a, 而 由 
又 可 达 好 (都 珊 于 [sx])， 因 此 测 % 再 达 w%, 即 又 已 证 明了 在 


也 中 访 到 了 一 个 ms 它 是 
<- 六 [PR 性 的 前 代 、 得 是 如 果 [5J 
| NN 】 作 不 是 县 闪 的 , 怎么 办 呢 ? 
~ 2 这 也 不 要 紧 ， 因 为 这 时 又 
阁 6 可 以 找 六 一 条 终点 属于 
[8 而 起 点 不 局 二 18 的 弛 fa， oo)， 设 也 展 于 强 连 通 分 支 
[8], 如果 [5] 是 最 高 的 ,和 前 面相 似 可 证 ，[8] 中 属于 的 
各 就 是 妇 的 前 术 ， 如果 TS] 还 不 是 起 疝 的 ， 就 再 护 一 个 
[sd 这 样 找 下 去 ,一 直到 每 到 一 个 最 高 的 组 连通 分 支 [SJ] 
为 上 ,和 前 而 相似 可 发 证 明 , [SJ 中 属于 也 的 顶点 二 是 岂 的 
前 代 ( 见 阳 6.12, 笑 中 的 得 最 表示 从 到 乌 的 有 向 路 ). 


这 里 还 有 一 个 问题 , 就 是 象 上 向 讲 的 那样 从 53%] 往 前 多 
到 [9, 再 往 前 找到 [Sp], …, 是 不 是 一 定 会 找到 一 个 最 高 的 
强 连 遂 分 文 瑰 ? 管 案 是 肯定 的 , 因为 在 图 好 中 ,只 有 有 限 个 强 
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连通 分 支 , 疝 月 可 以 证 明 ,， 从 [Sa 到 [5], 再 到 [8 ，…, 在 
这 个 过 程 中 出 现 角 所 有 强 法 通 分 支 都 互相 不 司 ， 为 什么 呢 ? 
因 汶 如 果 有 一 个 强 志 通 分 支出 现 了 两 次 ,所 如 象 图 6.13 中 男 
的 那 祥 ， 众 IS 申 并 始 技 ， 先 得 到 [S11, 热 后 又 得 到 [Sz ,， [sr], 
从 3] 又 得 到 了 [5j, 也 就 
是 说 , [SJ 表现 了 两 次 ,这 了 且 
就 有 矛盾 了 ,因为 不 难看 出， 
E51] 前 任 一 顶点 由 与 299] 
(或 [8q]) 的 任 一 项 点 本 将 
是 互相 可 达 的 ， 这 就 与 它们 
属于 不 同 的 蝎 连 遂 分 支 矛 盾 


一 
了 


从 上 而 讲 的 可 以 看 出 ， 图 6.13 
不 管 那 … 和 情况 ， 对 于 如 中 零 顶 点 久 , 益 可 以 在 恕 中 找到 一 
个 思 使 是 % 的 前 代 , 这 就 证 明了 是 电 的 点 藉 ， 定 理 
6.1 证 完 . 

到 此 , 求 最 小 点 基 的 方法 的 正确 必 就 证 完了 . 

最 后 , 再 讲 一 下 后 题 2 的 解法 ， 表 碧 上 看 ,似乎 问题 2 要 
比 问题 1 复杂 ， 其 实 不 然 ， 这 西 个 问题 的 复杂 程度 总 闪 不 
多 的 。 要 求 一 个 权 最 小 前 点 基 , 也 需要 进行 兰 个 步骤 , 
其 中 步骤 1 和 2 禾 京 最 小 点 基 完 全 一 样 , 而 步 台 8 则 竖 政 
为 : 

步骤 3 从 每 一 全 最 高 的 强 连 通 分 支 中 取 一 个 权 最 小 的 
顶点 , 组 成 的 顶 志 集 合 忆 就 是 他 的 ,个 权 最 小 的 点 其， 

对于 这 个 方法 的 正确 性 , 这 里 就 不 写 了 , 储 给 大 家 作为 习 
题 吧 . 
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习 ” 题 


4、 为 第 2 小 节 习 是 2 中 的 两 个 有 向 图 各 发 一 个 最 小 点 其。 

多 、 证 明 解 问题 2 的 方法 的 正确 注 . 

3 为 下 面 的 有 向 其 G 找 一 个 术 最 小 的 点 基 ( 硕 点 旁边 括号 中 的 数 
字 代 表 包 )。 


4、 证 明 解 问题 1 与 2 的 方法 都 是 有 效 的 。 
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七 、 最 小 树 形 图 问题 


1. 从 渠道 设计 问题 读 起 


第 五 章 讲 最 小 娃 问 题 时 , 曾 说 过 , 最 小 机 问题 也 可 以 用 来 
解决 宗道 设计 问题 .但 基 这 种 说 法 仅仅 适用 于 水 源 以 及 需要 
灌注 的 各 块 地 的 高 低 都 一 样 的 情况 ， 如 果 水 源 和 各 块 地 的 地 
势 有 扁 有 低 , 问题 就 比较 复杂 了 . 

例如 在 图 7 了 .Ye 的 有 沿 图 卫 中 , 吕 表示 水 源 ,其 他 顶点 
霄 示 写 要 误 溉 的 党 ,各 条 度 代 表 可 以 选 来 贿 建 深 道 拉线 路 ,从 
弧 上 的 箭头 可 以 看 出 地 菇 的 高 恬 ， 例 如 有 一 条 从 名 到 前 
弧 , 这 名 表示 媚 出任 高 , 水 可 以 从 亿 流 到 加 去 。 又 如 既 有 
从 呈 到 二 的 弧 又 有 到 的 弧 ， 这 说 明 久 的 地 势 和 ws 一 
样 高 ,水 既 可 以 从 也 流 到 ss， 也 可 以 从 vw 询 到 ww 现在 者 要 
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年 决 的 问题 羡 ; 应 该 选择 忆 几 条 路 线 修建 渠道 才 蝴 节省 ? 

如 暴 椒 考 虐 张 的 方向 ， 用 第 其 瞳 的 办 法 (例如 用 碰 图 法 ) 
求 最 小 持 , 那 得 的 将 是 (5). 它 的 从 条 弧 的 总 履 是 了 2, 但 是 
按 这 全 到 来 通 宁 道 是 不 行 的 , 因为 只 的 水 流 不 旬 如 与 去 1 
杜 使 各 内 地 前 能 得 到 灌 泥 而 且 总 长 度 又 最 小 的 设计 方案 应 域 
是 图 ?7.Itw) 中 男 的 那样 ， 昌 然 它 的 各 条 红 能 次 度 的 和 是 17， 
比 (四 的 大 , 但 是 这 样 设计 w 的 水 能 够 流 到 各 拟 地 上 去 的 、 

那 末 图 7 .140) 是 怎样 求 出 来 的 ? 怎么 知道 它 是 最 节 芍 
的 呢 ? 这 泽 问 题 就 是 本 章 要 解决 的 主题 ， 不 过 , 为 了 弄 清楚 
这 些 问 题 , 必须 先 弄 清楚 什么 是 所 形 图 - 

分 析 一 下 图 7.1C5)、《0) 有 什么 特点 、 显 然 , 它们 的 公共 
睾 点 是 如 果 不 考 虐 强 的 方向 , 它们 都 是 树 ， 用 第 二 章 中 的 名 
语 说 , 则 应 该 说 成 ; 它们 的 相伴 无 向 几 是 皇 、 但 是 , 作为 一 个 
渠道 设计 的 方案 来 说, 单单 具有 这 个 性 质 还 不 能 , 它 至 少 还 需 
要 一 个 性 质 ， 就 是 : 水 源 的 水 能 流 到 各 块 邮 上 去 。 下 面 定义 
了 江 中 的 性 质 ( 约 就 是 从 这 种 分 析 中 抽象 出 来 的 。 

定义 7.1 设 百 = ( 杰 4) 是 一 个 有 向 图 , 媳 果 它 具有 下 
述 性 质 ， 

人 它 的 相伴 无 向 图 是 一 个 皇 ; 

他 存在 一 个 顶点 w, 它 共 有 下 述 性 质 ， 对 于 蕊 中 任意 
其 他 的 顶点 %, 存在 从 本 到 蔬 的 有 光路 ， 则 称 豆 是 一 个 桂 
形 图 ,而 项 点 名 称 为 这 个 树 形 图 的 根 . 

与 支撑 树 和 似 ,我 们 也 可 以 定义 支撑 择 形 图 . 

定义 了 .9 设 五 - (P 4) 是 一 个 有 向 习 , 再 = (dy 
是 力 的 支撑 了 菇 ,并 且 豆 是 一 个 销 形 图 , 出 称 吾 是 刀 的 支 
祥 权 形 图 。 
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例 刘 图 了 .2{o、 怨 ) 中 画 的 DD 与 Ds 者 是 械 形 图 的 鲁 子 ， 
Di 的 根 是 ww， 软 的 根 是 z (请 大 宗 检 查 一 下 , 定义 7.I 襄 的 
(加 法 否 或 浆 )， 另 外 , 不 难看 出 , 图 .区 中 的 图 是 一 个 记 
:从 而 它 大 (@) 中 的 有 向 图 如 的 支 泽 树 彤 莉 ), 而 (2) 不 
是 狗 形 加、 好 组 考 虚 一 下 , 就 可 以 看 出 ，fe) 中 的 照 代 表 的 汇 
道 设计 方案 所 以 是 可 行 的 ， 原 因 总 在 于 它 是 一 个 树 形 图 ， 而 
( 丰 订 以 不 本 行 也 就 是 因为 它 不 是 罕 形 巷 ， 由 此 可 见 , 选择 最 
节约 的 取道 设计 方案 问题 ,可 以 妇 绪 为 下 述 扳 秆 间 题 ; 设 给 定 
了 有 向 加 如 = (FF 4)， 它 的 每 条 缚 都 有 一 公 非 负 的 长 度 ， 现 
在 要 从 如 前 所 有 以 顶点 ( 押 当 于 水 源 ) 为 根 的 支撑 酉 形 加 
中 ， 找 出 狂 约 总 长 度 最 小 的 支持 树 形 图 来 ， 
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和 第 五 章 中 讲 最 小 灯 一 样 , 如 时 吾 是 必 前 支撑 树 形 图 ， 
我 们 就 把 互 中 各 条 弧 的 长 度 相 如 的 和 记 作 并 太 ), 并 且 拖 它 
叫 侯 吾 的 长 度 ， 而 把 长 魔 最 小 的 支撑 树 拒 图 则 做 景 履 衬 形 
图 攻击 ,上 面 讲 的 那个 极 值 问题 就 叫做 最 小 树 形 到 问题 ,3 
然 , 最 小 树 形 图 问题 不 仅 可 以 用 来 解决 洪 道 设计 问题 ,还 可 以 
用 来 解 蕊 其 他 实际 问题 ， 项 如 通讯 网 或 交通 网 的 设计 等 等 ， 
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本 章 的 已 药 就 是 介绍 求 有 疝 图 的 最 小 择 形 图 药方 法 ， 总 
超 来 说 , 求 最 小 树 形 图 机 比 求 最 小 夺 麻 闫 一 些 .不 过 只 要 秋 为 
耐心 些 举 习 ,还 是 能 学 获 的 。 有 些 忆 较 淮 慌 的 证 明 本 书 就 不 
仔 训 写 了 。 


习 题 


判别 一 下 证 面 的 两 个 有 向 图 是 不 是 衬 形 图 ?如 果 是 的 , 指 当 它 的 
阐 是 哪个 项 点 . 


2. 笠 形 图 的 等 价 定 义 


你 做 过 上 一 节 的 习题 工 了 吧 ? 做 过 的 话 ,就 会 发 现 ,要 判 
断 一 个 有 向 图 大 不 着 树 形 图 还 赵 比 较 麻 类 的 ， 特 别 是 判断 定 
义 7-1 中 的 性 质 (中 其 不 是 成 立 比 较 麻 烦 ， 当 然 ,如 果 应 用 上 
一 章 的 概念 仔细 分 析 一 下 , 就 可 以 看 出 , 性质 (加 相当 于 “在 
在 一 个 顶点 由 使得 图 中 雇 有 顶点 都 是 的 后 代 ,” 因 此， 要 
汪 版 性 质 (2) 是 不 是 成 立 ， 可 以 肖 土 一 章 计 的 求 大 点 忆 的 后 
代 和 集合 的 办 法 ,一 个 一 个 地 求 顶点 2s，…, "的 后 代 集合 ; 
如 果 发 现 有 一 个 硕 点 %。 它 的 后 代 集 傅 包 含 了 卫 约 所 有 项 
* 了 0d， 


点 ， 就 可 以 肯定 性 质 ( 吕 成 立 了 ， 不 过 这 样 做 代 是 相当 麻烦 
药 . 

有 没有 更 简单 的 办 法 来 郊 断 一 个 有 向 图 是 不 着 树 形 图 
呢 ? 有 的 , 用 下 耐 讲 的 村 形 图 的 等 价 定义 来 判断 就 要 管 单 得 
多 ， 

定义 .2% 设 卫 ~ 《V, 起 是 一 个 有 向 图 , 如 果 它 具有 下 
而 的 性 质 ; 

(1) 它 的 相伴 无 向 赂 是 一 个 村. 

(2) 存在 一 个 硕 点 由， 它 不 是 任 代 弧 的 终点 ， 而 所 的 其 
他 夏 点 者 答 好 大 唯一 :的 一 条 弧 的 终点 ， 就 称 召 是 以 笑 为 报 
的 树 形 图 . 

我 们 给 树 形 图 下 了 两 个 不 同 的 定义 了 。 一 般 说 来 , 在 数 
学 中 , 同一 个 疾 念 不 能 下 两 个 不 同 的 定义 ， 不 过 , 如 果 能 接着 
就 证 芒 这 两 个 定义 是 海 价 的 ,这 不 要 紧 了 。 涉 面 ,我 们 通过 两 
个 引 理 米 证 明定 义 ?.1 与 7.2 是 等 价 的 . 

引 理 了 .1 设 有 向 图 如 一 人 ,4) 具有 定义 YI 中 的 性 
质 () 与 人 2 则 了 五 出 具有 有 冠 义 了 .2 中 的 性 或 (2 ， 

证 明 设 w 旦 性 质 (23) 中 所 说 的 那个 硕 点 ， 那 未 , 首先 ， 
不 惟 看 出 ,对 于 卫 中 不 同 于 名 的 顶点 纪 来 说 ,在 卫 中 至 少 存 
在 一 条 性 以 %% 为 终点 , 这 基因 为 由 于 定义 7,1 的 性 质 (2) 成 
立 , 五 中 存在 从 六 到 败 的 有 向 路 p, 多 的 最 后 一 条 红 显 然 是 
区 负 为 终 直 的 . 

其 次 ,因为 刀 的 相伴 元 沿 图 是 树 , 因 此 也 共有 -Ia 是 
卫 的 项 点 的 个 获 } 条 弧 。 

有 了 上 面 俩 点 , 要 证 明 性 质 (2') 成 立 就 很 容易 了 ， 大 家 
可 以 这 样 租 ,让 必 的 每 一 个 硕 点 代表 一 个 小 孩 ,每 一 条 缠 代表 
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一 个 草 果 ,如 果 眶 ex 以 0; 为 终点 ,我 们 就 认为 me 这 个 蕴 困 必 
于 小 孩儿 所 有 . 那 末 前 面 已 经 证 明了 ; 首先 ,除了 由 以 外 , 其 
短 拘 小 纺 ( 注 意 ,一共 是 和 个 拍 点 , 即 王 个 小 孩 ,除了 从 愉 外 ， 
渤 有 % 一 1 个) 每 人 都 至 少 有 一 个 芝 果 ， 其次， 总共 只 有 + 一 I 
个 华 果 ， 想 起 看 , 可 以 得 出 什么 结论 * 当然 是 除了 以 外 ,每 
个 小 芒 都 恰好 有 一个 苹果 ,而 wi 呢 ,， 他 一 定 没 有 苹果 ， 洒 这 
就 正好 说 明了 没有 弧 以 wx 为 终点 ， 画 对 于 不 同 于 必 葛 顶点 
,恰好 有 有 一 条 统 太 o 为 终点 ,而 这 就 是 性 质 (2)、 引 理工 
证 完 ， 

引 理 ?.% 设 有 向 国力 = (PP，4) 具 凑 定义 9.2 中 的 性 
质 的 与 (2?， 出 力也 具有 定义 7.1 中 的 性 质 2). 

证 明 设 必 是 性 质 (2) 中 所 说 的 那个 不 是 任何 弧 的 终 
点 的 那个 顶点 ， 现 在 来 证 明 对 于 任何 不 同 于 wm 的 顶点 ol 在 
也 中 存在 从 名 到 的 有 向 路 . 

对 于 顶点 0, 册 于 竹 质 (2) 成 立 , 一 定 有 一 条 以 外 为 终 
点 的 台 dx, 设 mr 的 起 点 是 ww, 如 果 内 就 是 mo 那 末 从 到 忆 
的 肌 路 已 经 找到 了 , 即 fow er。 叫 。 如果 zw 那 示 又 存 
在 以 ax 为 终点 的 狐 ,…, 这 梯 往 上 梭 , 最 后 一 定 会 得到 一 条 弧 ， 
它 的 起 点 是 w 而 这 时 , 从 w 到 v: 的 有 向 小 就 烧 到 了 、 

你 是 否 感到 好 象 在 什么 地 访 员 过 类 做 的 证 明 方法 。 是 
的 。 在 上 一 章 第 8 小 节 定 理 6.1 的 证 明 中 月 过 类 似 的 方法 . 
和 那里 相似 , 应 该 证 暴 在 从 妇 开 始 , 往 前 找 前 过 程 中 , 记 有 出 
现 的 顶点 都 互相 不 同 ,而 是 只 要 如. 不 由 闹 ， 就 一定 可 以 不 扬 
的 找 下 去 ,而 这 筋 可 以 证 明 岂 最 约 一 定 要 出 现 的 了 ， 不 过 , 关 
二 这 些 ,这 时 就 不 季风 写 了 ,请 大 家 自己 写 一 个 整个 这 个 引 理 
药 严 格 证 明 吧 。 引 理 7 了 .2 证 完 ， 
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定义 了 .] 与 定义 7.3 的 等 价 丛 已 经 征明 完了 ， 试 一 下 就 
会 知道 ， 朋 定义 了 .2 来 判断 上 一 节 习 题 工 中 的 图 是 不 是 树 形 
图 比较 往 单 (例如 对 二 (o 中 的 图， 一 发 现 w% 二 两 条 统 的 终 
辐 就 蕊 上 可 以 肯定 它 不 是 树 形 恤 了 )、 当然 , 从 理论 上 来 分 
本 ， 记 可 以 看 出 性 质 (2) 比 性 质 (2} 易于 检查 的 原 内 , 因为 
性 质 (3 7 是 一 个 “局 部 "人 性质， 要 检查 它 是 不 是 成 立 , 内 要 在 
每 一 个 顶点 的 月 部 来 检查 球 可 以 { 即 看 一 下 有 几 条 红 以 这 个 
顶点 为 终点 ), 而 要 检查 性 质 (2) 是 不 是 成 立 ， 就 要 从 一 个 图 
的 抄 体 上 米 看 , 因此 就 比较 麻烦 了 。 

定义 7.2 中 的 性 质 (也 还 本 以 散 改 ， 即 树 形 图 还 可 以 有 
下 面 的 等 价 定义 ， 

定义 了 .8 投 卫 -(F, 肌 ) 是 一 个 有 向 图 ,效果 它 具 有 下 
再 的 性 质 : 

(1 了 不 包含 有 向 圈 . 

2》 存在 一 个 顶点 w%, 它 不 是 任 位 弧 的 终点 ,而 的 其 
地 机 点 都 怡 好 是 唯一 的 ,条 弧 的 终 版 . 

划 称 是 以 如 为 报 的 近 形 图 . 

不 难看 出 ,用 定义 7 了 .8 米 检查 一 个 图 是 不 是 档 形 财 比 定 
义 ?.2 更 简 兰 , 至 十 定义 了 .3 与 定义 了 .2 的 等 价 性 , 也 留 纺 大 
家 做 习题 ， 


习 题 
了 ,详细 写 由 引 型 7.2 的 证 办. 
吕 ， 烈 形 上 一 章 交 结果 给 中 引 埋 ?.2 节 另 一 种 计 肯 方 法 ， 先 证 己 在 
定义 了 .2 中 的 UDC20 成 卫 的 短 一 个 强 运 遂 分 支部 乒 包 守 -- 个 


顶点 引 只 有 儿 "如 成 的 经 志 通 分 支 是 最 高 的 。 
证 明定 义 了 ,2 与 定义 .3 是 等 价 的 ， 
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3. 关于 最 小 树 形 图 求法 的 种 事 讨 兴 


次 一 蔬 开始 讲 怎样 求 一 个 有 向 图 加 = 0， 4 的 以 顶点 
所 为 根 的 最 小 构 形 全 。 为 确定 起 见 , 下 面 都 很 变 撕 定 为 根 的 
顶点 是 za- 

要 王浆 的 - -个 支撑 树 形 图, 主要 就 是 确定 它 包含 那 " 一 1 
条 弧 ， 山上 一 节 莫 后 讲 的 椅 形 图 的 等 价 定义 7.,3 可 知 , 一 个 
支撑 树 形 图 的 “一 工 条 弧 必 须 分 划 以 ?a， …， 加 为 终点 ， 这 就 
使 人 很 对 然 的 想到 一 种 求 最 小 畔 形 图 的 方法 了 , 那 就 是 : 从 所 
有 以 oo 为 终点 的 绰 中 到 一 条 和 最 恶 的， 得 从 以 mm 为 终点 的 张 
中 到 一 条 最 短 的 ,…, 最 后 , 从 以 2 为 终点 的 弧 中 取 一 条 最 得 
的 ， 这 样 就 得 到 了 只 -上 笨 , 我 们 称 这 7 一 1 条 弧 组 成 的 集 
合 为 加 , 4 与 五 的 顶点 集合 握 合 在 一 起 就 形成 五 的 一 个 支 
捧 子 图 (F， 4o) 今后 , 为 简单 起 趣 , 有 峙 就 把 又 集 -40 叫做 支 
捧 子 图 46, 过 到 这 藻 说 法 时 ， 我 们 应 理解 成 是 指 由 4o 与 灭 
组 成 的 支撑 子 图 (F，4o )， 它 强 然 具有 定义 7.8 中 的 性 质 
(2)， 因 为 mm 不 是 ho 中 括 侧枝 的 终点 ,而 其 他 顶点 都 恰好 是 
4 的 叭 一 的 一 条 弧 的 终点 。 而 且 不 难看 出 , Ao 还 是 所 有 有 具 
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有 性 质 (2') 的 支撑 了 周 中 , 缴 的 总 长 虐 最 短 移 一 个 。 因 此 加 
果 磺 巧 do 还 具有 定义 7.3 中 的 性 质 GD)， 即 它 不 包 全 有 向 
圈 . 那 末 ho 就 是 也 的 一 个 支撑 树 形 赂 ,而 且 科 吏 然 , 它 一 定 
也 就 是 卫 萝 以 喇 为 根 的 最 小 树 形 图 了 . 

举 个 例 说 ,对 于 图 7.3ta) 中 欧 有 高 岗 了 D, 分 别 采 以 me， 
Vs,，…， Ve 为 终点 的 五 条 基 短 的 强 ， 就 得 到 赂 了 .3x3) 中 的 文 
举 子 图 , 它 不 包含 有 向 奖 , 因此 它 误 是 了 的 情 小 料 形 图 了 . 另 
外 , 这 一 章 第 工 小 节 中 疝 测 了 .1 其 实 也 是 月 这 种 方法 求 出 

当然 ,用 上 面 的 办 法 只 是 “ 磅 呈 "才能 香 到 最 小 树 形 下 . 因 
为 在 大 多 数 情况 下 ， 用 上 上 迹 办 法 得 到 的 4 不 … 定 满足 定义 
了 .2 中 的 性 质 全 ), 即 它 不 一 定 是 娃 形 同 . 例如 对 于 图 7.4(o) 
中 的 有 向 区 卫 米 说 ， 用 上面 办 法 得 到 的 淡 撑 子 图 4 就 是 插 
图 .4(B) 中 的 图 , 它 有 了 个 有 问 几 ,因此 ，4 不 是 成 的 支 注 
树 形 图 ， 


Ey 名 
vy Tn, 
多 4 
pe 
! 
到 
[2 


医 了 .4 
在 4 不 具有 定义 了 .3 中 的 性 质 (1) 时 怎么 办 泥 ? 是 木 
是 把 d 全 部 不 要 了 再 苍 外 设法 蛋 新 找 最 小 册 形 树 呢 ?当然 
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不 必要 ， 我 们 可 以 这 样 想 , 例如 某 学 校 要 从 19 个 区 招 刘 个 
学 生 , 规定 各 个 区 招 一 个 , 并 且 要 求 田 、 妇 学 生 各 占 一 烤 , 于 是 
我 们 采取 了 下 述 办 法 , 首先 ， 从 每 个 区 中 选 一 个 最 优秀 的 学 
生 , 如果 这 区 个 学 生 正 好 5 个 男生 5 个 女生 , 那 就 好 了 , 识 诏 
这 10 个 。 各 果 是 6 个 男生 , 4 个 愉 生 呢 ? 当然 没有 必 复 把 这 
加 个 学 年 全 部 退回 去 .再 重 产 葵 吊 ， 而 应 该 以 这 0 个 学 生 为 
基础 , 科 加 调整 面 得 出 最 后 的 录取 必 第 , 允 于 如 来 说 也 一 样 ， 
当 它 不 具有 性 质 (1) 时 ， 我 们 还 时 希望 能 以 它 为 基础 ， 稍 加 
修改 而 得 到 要 求 的 最 小 奉 形 习 . 

怎 名 修 或 呢 ? 我 们 就 结合 着 图 7.405) 米 诉 ，4o 有 两 个 
有 阁 网 O; 与 Os, 稍 修 改 的 日 的 就 是 侦 这 些 有 外 图 "可 掉 , 当 
然 在 破 的 间 时 , 还 应 注意 保持 住 定义 ?7.8 中 的 性 质 21 成 
立 , 并 且 要 使 总 长 的 扩大 尽 基地 小 、 那 来 怎样 破 才能 达到 这 
些 目 的 呢 ?, 拿 CO: 来 讲 ,O; 包含 两 条 就 ms 呈 ea 为 了 把 O; 玖 
挤 , 这 阿 条 统 奉 少 有 一 条 要 藉 4 中 去 掉 , 那 床 去 淮 据 ? 有 的 
辐 志 也 许 会 脱口 诺 出 “当然 去 mm， 外 为 它 的 长 度 是 了 而 a 
的 长 刻 是 风 .其实 这 个 如 法 是 不 对 的 ,因为 为 了 保持 定义 了 .3 
中 的 性 质 (2 成 立 , 左 去 掉 度 us 后 , 必须 再 县 一 条 以 ma 为 终 
点 的 弧 补 进来 ， 从 图 7.4(9) 可 以 看 出 ， 除 了 弧 os 以 外 ,以 名 
为 终点 的 骤 还 有 oa1, 它 的 长 度 是 9, 因此 去 掉 &5, 补 上 ea 弧 
的 总 长 度 将 增加 9- 了 ?=2， 而 如 凡 去 掉 弛 a 呢 ， 应 该 再 补 一 
条 以 ts 为 终点 的 弧 , 这 里 可 以 考 忠 的 有 mm 与 cs 两 条 ,当然 
取 较 短 的 ws， 它 的 长 度 是 和, 因此 用 弧 eaa 换 ws， 弧 的 总 长 度 
只 增加 4 -3 一 T， 经 过 这 样 一 比较 , 就 可 以 看 出 , 实际 上 去 掉 
弧 as 要 比 去 掉 浙 a; 划算 . 

用 神似 的 办 法 , 呆 以 算出 对 于 圈 Ca 来 说 , 最 划算 的 是 去 
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掉 狐 oa， 换 进 张 mn， 红 的 总 长 度 将 增 识 5 一 3 一 2， 

我 们 还 可 以 采取 另外 一 种 办 法 来 决定 舞 个 有 有 向 图 牛蛙 一 
条 弧 序 该 去 控 ， 这 种 新 办 法 葛 营 好 其 实 就 是 前 画 两 眉 讲 的 那 
此 内容, 但 是 它 包 含 了 一 种 很 好 的 新 护法 一 一 收缩 , 间 且 计算 
起 来 也 页 如 有 效 、 

我 们 楼 介绍 的 新 办 法 是 : 在 发 现 de 中 包含 有 向 盟 时 , 我 
们 就 把 原 米 的 有 癌 区 五 变 一 下 ， 变 的 办 法 是 把 do 中 的 每 一 
个 有 高 阅 都 " 改 综 "成 一 个 项 点 ， 合 图 7. 和 a; 中 的 卫浴 说 , 应 
该 变 成 图 7.5( 丰 由 的 访 。 即 抬 有 向 罚 Ci 和 0s 分 畸 收 缩 三 
刁 中 的 顶点 链 和 声 , % 各 今后 称 为 收缩 点 . 卫 中 的 弧 ， 
如 果 西 个 端点 都 属于 0 或 都 局 于 C。， 藉 被 收 六 掉 了 , 其 全 的 
统 都 保留 着 . 


x 


有 意思 的 是 ， 在 只 也 变 为 太 , 的 过 程 中 ， 弧 的 长 度 杰 变 
化 : 变化 的 规律 是 : 凡是 终点 不 是 收 稍 点 的 显 , 它 的 长 度 不 变 ， 
面 所 有 以 收缩 点 为 终点 的 强 , 长 度 就 要 变化 ， 具 体 到 图 
了 .5 人 2 ， 就 正 所 有 以 4 和 区 为 终点 的 蚜 的 长 度 宴 变 所 ， 在 
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语 ?.5(5) 上, 我 们 已 经 标 出 了 变 烤 户 的 红 长 、 例 如 弧 4, 我 
们 标 电 了 它 的 长 度 应 该 是 97, 央 2。 这 里 9 是 钼 原来 在 如 
中 的 长 典 , 而 7 是 有 向 图 Ca 中 与 oa 有 相 刘 呈 的 弧 ee 的 
长 度 ( 见 诬 和 .6), 为 什么 这 样 改 呢 ? 前 画 讲 过 ， 如果 把 纪 中 
的 强 or 去掉, 不 补 上 红 @:， 闫 谣 总 长 次 将 增加 9--7 一 2, 这 样 
一 想 就 清楚 了 ， 原 来 红 在 功 中 的 长 庆 就 是 考 开 用 郭 习 去 
代 赫 让 的 @ (村 吉 过 去 鬼 是 ou 那么 为 了 保 等 定义 7 了 .3 中 
的 性 质 (3) 成 立 ,去掉 前 必须 是 们 中 与 a 有 相同 终点 的 疆 ， 
即 oz) 对 强 长 的 滑 加 量 ， 其 他 雇 坟 或 如 为 终点 的 弧 的 长 庚 
也 部 是 按照 这 个 规律 变化 的 . 


人 


8 Te 


图 ?7.5 

有 了 DD 就 可 以 用 另 一 种 办 法 很 快 起 决定 怎样 对 4 进 
行 收 改 最 划算 了 ， 那 就 是 : 只 要 先 看 一 下 , DD 中 以 志 为 终点 
的 弧 中 , 那 一 条 最 短 、 铀 如 这 里 是 eus 最 短 ; 它 的 长 度 是 车 这 
就 说 明 用 “ee 去 代替 C; 中 的 一 条 弧 ( 被 着 换 的 一 寇 是 C1 中 与 
ws 有 相同 终点 的 红 , 即 as; 最 划算 ， 由 同样 的 道 再, Di 中 以 
侣 为 终点 的 弧 中 ， 最短 的 是 as, 它 的 长 度 是 2 因此 , 刻 破 薄 
团 Cs, 最 划算 的 办 法 是 用 弧 as 王 换 cu 这 也 和 前 面 计算 的 结 
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有 了 上 面 这 些 准备 ， 再 来 学 本 下 一 节 娶 讲 的 求 最 小 树 形 
图 的 计算 方法 .就 不 会 感到 困难 了 了. 


4、 及 最 小 柑 形 图 的 计 其 方法 


现在 就 来 系统 地 介绍 -种 求 有 向 峡 D~《F, 省 以 w: 为 
摄 的 最 水 友 形 图 的 方法 , 这 种 方法 就 是 以 圭一 . 节 讲 航 “ 取 指向 
得 一 个 顶点 的 最 短 产 "和 “收缩 有 向 贿 ” 为 基础 的 , 它 的 具 汪 计 
算 步 又 如 下 . 

步骤 1 仿 玉 = 分 痹 选 肥 以 Vs oa， …， 24 汶 终 点 的 
报 短 妃 , 互 能 出 现 隐 种 迟 涡 : 

情况 1 发 现 一 个 顶点 (如 关 92) 不 是 下 外 任何 弧 的 终 
属 , 这 陆 计 算 馆 束 , 妈 为 居然 Bo 中 不 存在 以 9 为 要 的 支 甘 酉 
形 图 ; 

情况 2 情况 I 不 出 现 , 这 时 , 可 以 得 到 ww 一 1 条 统 , 分 别 
Wh ae Vs, os 次 点 , 把 这 坚 汽 组 成 的 类 音 叫 佑 4 转 入 
步 驳 2. 

落 又 2 检查 和 是 否 包 含有 向 圈 ， 当 可能 出 现 两 种 情 
襄 ; 

情况 1 击 没 有 有 向 圈 ， 计算 结 束 , 如 忠 基 忒 的 以 全 
为 根 的 早 小 酝 形 图 : 

情况 3 do 含有 有 向 玉 ,Cs …, 0 转 入 步骤 中. 

步 藻 8 把 Do 中 的 的 , 0s，…, Os 分别 收 纺 成 顶点 刀 ， 
如 Ww， Do 申 两 个 端 友 格局 于 同一 个 向 居 的 弛 者 被 
收编 掉 了 , 其 他 的 线 仍 保留 着 , 这 样 得 阐 的 图 记 帮 妨 ,， 力 ,中 ， 
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以 救 缩 点 为 终点 的 蚌 ax 的 长 要 变 北 ， 宣化 的 视 委 是 
前 终点 是 收纳 点 如 并 且 有 向 园 Q 中 , 与 as 有 相同 终 


是 oo 则 


吴 在 妨 中 的 长 度 = 丰 co 一 Mon 。 

这 里 1ax) 与 Vaz) 分量 表示 张 吉 与 呈 在 全 下 的 长 度 

上 而 三 个 步骤 的 意义 在 .一 节 中 都 讲 过 了 ， 现 在 再 来 继 
疆 研 究 , 在 得 到 D, 以 后 , 下 一 步 怎 么 办 . 

我 们 先 讲 一 个 定理 , 它 说 骨 了 Do 与 芒 的 关系 . 

定理 Y.1 设 芒 是 由 功 小 上 面 揭 步骤 3 收缩 将 向 败 
Cu Cs， …， Co 而 得 到 的 , 则 ， 

1 如 果 六 没有 以 全 为 根 的 支撑 树 形 图 ， 那 未 Do 也 没 
有 以 2 为 报 的 支撑 树 形 图 、 

2. 如 果 吾 : 基 六 的 以 mw 为 根 的 最 小 树 形 列 , 那么 按 下 
述 展开 办法， 得 到 的 如 ,就 是 Do 的 以 为 根 的 最 小 罕 形 
图 ， 展开 办 法 是 ， 

所 有 六 中 属于 HH; 的 缴 , 在 Ds 中 都 仍 属 于 了 Ho; 将 每 一 
个 收缩 点 把 展开 成 右 向 圈 GO 中 除去 一 条 与 Li 中 的 颖 有 
相同 终点 的 郭 外 , 其 他 的 弧 都 属于 Ho。。 

这 个 定理 的 证 明 这 里 就 只 赂 了 . 

我 们 现在 通过 例子 把 定理 了.1 中 的 展开 办 法 可 明确 一 
下 ， 胡 以 图 7.5 为 例 , 在 得 到 D, 以 后 ,对 于 Di 中 不 同 于 名 
的 江 一 项 点 , 取 一 条 以 这 个 顶点 为 终点 的 最 拓 弧 ,得 到 一 个 强 
集合 出 { 见 图 7.763))。 显然 41 不 包含 有 向 图 , 因此 , 按照 
士 一 节 讲 的 , 41 是 DD 的 最 小 树 形 图 ， 也 就 是 说 DD 葛 晤 小 树 
形 图 Hi 已 找到 了 , 就 是 由 。， 于 是 , 按照 定理 7 了. 二 只 要 展开 
号 1 态 可 尽 得 到 Do 的 最 小 树 形 图 吾 * 了 ,五 。 首先 应 该 包含 
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EA 饶 
As 
因 A 


5 \ 必 \ 
可 Th ~、 
一 一 一 济 
~ 4 / 
Ss 


en oN 
Fy 2 
加 DD, tb Hi~4d 
网 了 .7 


也 :1 中 的 qs, @1s, cs， 另外 ,应 该 把 生 ,re 展开 成 Cu Co 不 
这 人 咏 申 与 如 :中 的 aa 有 公共 终点 的 四 姐 该 去 掉 ,Ca 中 与 英 : 
中 的 as 有 公共 终点 的 as 应 该 去 掉 , 这样 得 到 的 五。 见 图 7.8 


(图 中 用 虚线 画 的 引 是 展开 时 , 有 向 转 土 去 手 的 级, 它们 不 属 


于 世 )， 清 大 家 考虑 一 下 , 这 种 展 。 
开办 法 与 上 一 节 讲 的 "怎样 修改 如 让 
其 台 算 "这 一 问题 有 仁 妈 关 六 所 


大 了 定理 .1 再 加 过头 来 研 可 5 

tt 了 了 jf 器 是 on 
究 < 在 得 到 了 六 以后 该 入 和 办 这 i 好 四 
一 间 题 ,就 很 容易 了 ， 答 案 应 该 是 ~ 
设法 再 求 Di 的 最 小 树 形 图 , 求 下 来 ¥ 
的 结果 如 采 基 也: 没有 树 形 疼 , 那 宗 医 7.9 
我 们 就 可 以 根 握 定理 ?说 Do 也 没有 树 形 阿 ; 如 果 求 得 了 疡 
的 最 小 广 形 妇 ， 那 宋 只 要 象 则 才 讲 的 那 冬 一 展开 ,就 每 到 次 
的 最 从 树 形 图 了 、 也 可 以 说 ,定理 7. 工 把 己 功 的 县 小 桂 形 车 
问题 归结 为 求 力 的 最 小 译 形 图 问题 了 。 


1。 


TB ， 


那 不 怎 样 求 D 的 最 小 业 形 图 呢 ? 不 用 另 找 办 法 ， 只 机 
再 指 上 后 讲 的 三 个 步 又 用 到 D, 上 去 就 行 了 , 而 且 在 进行 步 又 
1 《步骤 + 中 得 到 的 弧 集 合 记 作 41) 时 ,对 于 不 是 收缩 点 的 项 
点 甸 米 说 , 以 为 终点 的 晤 短 缴 不 必 求 , 因为 Di 与 Do 中 以 
4 为 终点 的 最 短 弧 显然 是 一 样 的 ， 故 实际 上 只 更 求 出 以 收缩 
点 为 终点 的 展 短 弧 ,4 就 得 到 了 . 

对 于 DD 来 说 ,如 果 求 得 的 41 还 包含 有 向 赔 ， 那 未 还 要 
收缩 , 得 到 Ds. 青 把 上 述 三 个 步 驴 用 到 Ds 上去, 求 出 4s,…。 
这 样 做 下 去 ,一 直到 得 到 一 个 D, 它 没有 支撑 树 形 图 (这 时 可 
以 肯定 已- …， 了 Do 也 都 没有 支撑 衬 形 图 ), 或 它 对 应 的 
4 不 包含 有 向 购 , 即 4, 是 妈 . 的 最 小 衬 形 图 二 ,， 这 时 , 通过 
展开 求 出 D,-i 的 最 小 树 形 图 五 -4 再 展开 ,，，…… 直 到 得 到 
了 的 最 小 料 形 图 五 o 为 止 。 

证 我 们 再 看 一 个 例子 ， 对 于 图 了 .9(o) 中 的 图 也 ~Do, 可 
以 求 得 (3) 中 的 4o，A。 有 两 个 有 向 加 ， 收缩 po 得 D;, 再 求 
出 4，41 有 一 个 有 向 辐 吃 再 收缩 D, 得 Do 现在 求 得 的 A 


图 9.10 
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不 包含 有 向 图 子 ， 因 此 4s 就 是 D 的 最 小 树 形 图 吾 , 展开 
一 次 得 Pi 的 最 小 树 形 图 1， 再 此 开 一 次 就 得 到 DD 的 最 小 
树 形 图 吾 。 了 ( 见 图 7.10) . 

建议 读 考 试 试看 , 画 一 下 这 一 节 讲 的 计算 方法 的 框图 ,并 
且 证 明 这 种 计算 方法 是 有 效 的 . 


习 是 
求 下 述 有 向 图 的 以 如 为 根 的 最 小 树 


区 图 


(注意 , 管 案 可 能 足 不 存在 文 撑 树 形 坊 》: 
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八 、 最 大 流 问 题 


1 ， 紧 总 运 给 问题 


这 一 章 要 讲 的 最 大 流 问 题 , 也 是 一 个 很 重要 的 极 值 问题 . 
为 了 使 大 家 能 看 清 这 个 亲 题 的 实际 意义 ， 让 我 们 其 一 个 实际 
问题 一 一 紧急 运输 问题 一 一 讲 起 . 

假 竣 旱地 急需 大 量具 种 物资 ,这 种 物资 存放 在 仓 连 乙 处 ， 
现在 爱 拒 仓库 乙 的 物资 送 双 甲 池 去 ,需要 运 的 物资 很 多 ,对 疗 
也 很 紧急 , 问 永 该 怎样 安 徘 运 边 , 才能 使 得 在 其 一 段 持 间 内 ， 
运 到 甲 地 的 物资 最 多 

例如 我 们 拒 图 8.1 中 的 有 向 图 G= (FP, 全 看 成 一 个 公 
路 网 ， 是 合 库 乙 所 在 池 ， 即 
物资 的 起 点 , vs 是 甲 汽 ， 即 物 
资 的 终点 ， 另 外 , 每 一 条 弧 汶 
边 帮 写 了 一 个 数 ， 不 过 , 与 求 
最 短路 时 不 同 了 ， 这 些 数字 在 
这 里 不 再 代表 弧 的 长 度 ， 而 是 
代表 度 的 “最 大 通过 能 力气 以 后 也 时 “容量 》 就 是 在 革 一 小 时 
问 里 ,可 以 通过 这 段 公路 的 物 次 的 最 多 数 嚼 , 例如 弧 (全 习 @ 


包间 前 前 一 蕉 , 交 - - 章 中 温 到 的 图 加 四 变 为 简单 司 ; 因此 我 们 可 以 用 可 的 
央 点 和 扒 点 的 续 瑟 来 表示 一 条 统 , (1, 对 就 代表 从 为 到 罗 的 统 - 
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的 容 景 是 4 意思 就 是 在 某 一 时 期 内 ,在 弧 (T, 2) 上 最 多 可 以 
通过 4 百 吨 (图 8. 革 中 以 百 吨 为 单位 ) 物 性- 

现在 的 问题 就 是 , 怎样 安排 运输 , 才能 使 得 在 其 一 个 时 期 
内 从 起 点 1 运 到 终点 Ww 的 物资 最 多 ? 

一 般 地 , 在 考虑 运输 问题 时 ,往往 首先 考虑 如 何 运输 运 绒 
最 节约 , 走 的 路 程 最 短 等 等 .但 是 在 任务 紧急 时 , 考虑 的 着 限 
点 就 不 放 在 省 运费 或 省 路 程 了 上 ,而 在 一 段 时 间 内 尽量 多 运 了 . 
其 有 这 种 特点 的 运输 问题 就 叫做 紧急 运输 问题 ,在 救灾 .军火 
运输 …… 等 场合 经 常会 遇 到 这 类 问题 , 另外 , 在 电话 、 电 报道 
讯 中 也 会 遇 到 类 似 的 问题 。 

在 紧急 运输 问题 中 ， 我 们 的 月 的 是 找 一 个 最 好 的 运输 方 
案 , 也 就 是 从 起 点 运 到 终点 的 物资 最 多 的 运输 方案 ， 为 此 ,我 
们 首先 要 学 会 邵 何 把 一 个 方案 表示 出 来 ， 所 请 一 个 运输 方 
案 , 无 非 就 是 说 ， 从 起 点 送出 多 少 物资 其 中 多 少 吨 没 车 
这 一 条 路 运 到 终点 ， 多 少 吨 沿 着 那 一 条 路 运 到 终点 …… 倒 
如 ,对 于 图 8.1, 我 们 就 可 以 做 出 下 面 表 8.1 那样 的 一 个 方 


表 8.1 

有 向 路 | 经 过 哪些 顶点 | 运 给 其 
m my 2 

py a 2 (Hb) 
i 工 ( 百 邮 ) 
Cb 


但 是, 这 里 有 一 个 问题 ,这 个 方案 是 不是 行 得 道 呢 ? 因为 
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前 画 诺 过 , 存 我 们 考 虐 的 这 一 时 期 内 ,能 够 通过 每 条 弧 的 物资 
的 数 县 不 能 超过 这 条 拔 的 容量 ,超过 了 , 这 个 方案 襄 是 行 不 通 
的 ， 为 了 检查 这 个 方案 基 森 是 行 得 通 , 我 们 瓦 以 拒 这 个 方案 
在 图 上 表示 出 米 , 办 法 是 : 先 在 每 条 弧 上 者 月 深 色 写 上 数字 . 
比如 在 有 向 路 入 经 过 的 性 全 , 了，(3 四 ，(4, 辐 旁 都 赴 一 个 
2 接着, 骨 存 Pa.ps 经 过 的 缀 上 都 泪 上 上 2 与 1， 同 一 个 强 上 
如 虹 境 了 几 个 数 ,中 间 就 要 插 上 “号 , [多 图 8.2(o]， 因 为 
这 些 数 字 相 加 的 结果 , 就 是 按照 这 个 方案 运输 时 , 亲 过 这 条 强 
的 物资 的 总 数 ， 在 图 0 oe 
8.2.8) 中 ,已 经 把 每 条 ，,， NY 7 Xs 
AN 
、\ 


又 上 的 泛 输 基部 加 起 来 4 4 < 
了 ， 有 了 图 8.2(5), 就 。 证 
可 以 大 出 表 8.1 的 方案 
2 行 得 通 的 ， 因 为 
每 杀 浙 关 的 儿 各 没 
超过 弧 的 容量 . 
此 过 上 而 的 分 村 ， 
我 们 可 以 看 出 ， 单 单 天 
由 8.1 来 表示 一 个 运输 
方案 是 不 够 的 ， 因 为 从 
表 中 看 不 出 这 个 方案 是 
不 是 行 竺 通 ， 还 必须 如 
上 稍 图 8.2 人 9) 这 样 的 一 张 图 ， 这 伴 看 来 , 要 表示 一个 运输 方 
案 达 任 麻 烦 , 要 一 张 表 加 . - 张 罚 才 行 。 但 是 经 过 了 一 些 务 析 
研究 ， 人 和 们 发 现 其 实 只 要 有 象 8.2() 这 样 的 一 张 图 就 毕 了 。 
为 什么 呢 ? 因为 有 了 8.208) 这 杆 的 一 张 独 ,就 可 以 很 容易 地 
+ 了 8T 


“证 原 " 测 表 8.1. 不 过 , 关于 这 个 辣 是 ,这 里 就 不 好 细 讲 了 ,请 
大 家 先 把 将 8.2(5) “还 原 ” 一 下 试 试 ,再 散 一 下 后 巴 的 习题 1 
就 清楚 了 . 

今后 ， 我 们 就 用 象 图 8.2() 那样 的 图 来 才 示 一 个 方案 . 
和 仓 顷 看 一 下 图 8.2(87， 可 以 看 出 ， 最 本 质 的 东西 是 对 
些 丑 体 效 字 ， 或 者 说 ， 我 们 实际 .了 是 用 -- 纽 数 来 表示 一 个 万 
案 ， 应 该 注意 , 并 不 是 在 每 条 地 边 蝴 便 坟 一 些 数 都 能 代 家 一 
个 方案 的 , 这 些 数 还 必须 满足 一 些 条 件 ,就 是 : 

(1) 记 境 的 数 不 能 是 从 的 ; 

{2) 所 芒 的 数 不 能 大 于 这 条 强 的 容量 ; 

(3) 除了 起 点 和 终点 以 外 ， 对 于 其 他 顶点 w; 来 说 , 所 有 
指向 尘 的 驱 上 填 的 数 的 和 庭 该 等 于 所 有 从 ww 出 发 的 弧 上 填 
的 数 的 和 、 

这 三 个 条 千 中 的 前 丽 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,条 忻 [ 全 
也 是 不 稚 理 解 的 , 因为 除了 泛 点 和 终点 以 外 , 其 余 顶 点 都 只 是 
一 些 “ 中 转 点 ”它们 既 不 能 输出 物资 也 不 应 输入 物资 , 因此 运 
到 它 那 儿 的 物资 是 多 少 吨 , 从 它 那 儿 运 韦 的 也 应 该 是 多 少 吨 ， 
不 能 多 也 不 能 少 . 

让 我 们 来 检验 一 隐 , 图 8.215) 中 的 黑 必 数字 是 不 是 满足 
上 面 三 个 条 件 , 一 本 就 能 看 出 (四 、x2) 都 成 立 ， 对 于 条 件 (3)， 
我 们 应 该 分 期 对 vs、 ve. v4 加 进行 检 青 ， 例 如 对 于 v3, 指向 v4 
的 弧 只 有 (1, 2 一条, 通过 它 运 到 w 的 物资 是 3 再 时 ,而 从 名 
出 发 的 弧 有 (2, 四，[3, 分 ,2, 到 三 条 ， 通过 它们 从 四 运 证 
的 物资 的 数量 是 2 十 1+G=3, 也 东 8 百 吨 , 因此 对 守 ws 来 
说 ,条 人 年 (3) 是 成 立 的 ,月 同 祥 的 办 法 粒 查 ww、w、es， 可 以 发 现 
对 于 它们 来 说 , 条 福 (3) 都 成 立 、 
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让 我 位 把 上 枉 讲 的 简 前 总 续 一 下 .前 而 这 一 自主 要 讨论 
表示 一 个 运输 方案 的 办 法 , 结论 起 , 可 以 用 一 组 煞 ( 即 填 开 弧 
旁 的 梁 人 数字), 表示 一 个 方案 ,这些 数 必须 满足 前 面 寺 的 (DD 
(2) (9) 三 个 条 件 ， 任意 给 出 了 这 样 的 组 数 ， 一 定 可 以 还 原 
出 象 玫 8.1 这 样 的 一 个 方案 . 

对 于 一 个 方案 来 说 , 把 其 起 点 羔 出 发 的 各 条 统 上 的 运输 
量 基 起 来 , 得 到 的 结果 就 是 从 运 出 的 物资 的 数量 . 而 我 们 
的 月 的 就 是 从 所 有 方案 中 , 把 能 从 坟 运 出 的 物资 最 终 的 方案 
找 册 来 , 那 末 怎么 找 呢 9 关于 这 个 问题 , 等 我 们 在 下 一 节 中 读 
了 网 络 、. 流 ……' 一 般 慨 念 后 再 介绍 用 ， 


习 是 


区 格 再 一下 右 汉 让 强 劳 习 黑 笨 数 字 是 否 满足 环节 讲 芍 所 御 
CD) ， 

tb) 扫 才 国 " 还 原 " 吉 一 个 象 表 SR 
8 于 和 的 这 条 方案 。 能 不 能 和 所。 Ra A Np 
让 几 个 不 同 的 方 碌 广 ? 

《e) 这 个 方案 中 , 罗 的 运 出 量 
是 多 少 。 名 风流 量 是 作 1 

2 证明: 对 于 全 认 一 个 方案 来 说 ,起 点 的 诺 抽 芋 一 定 等 于 交点 的 
运 进 量 ， 


2， 网 络 上 的 最 大 流 问 痢 


上 一 节 讲 了 紧急 运输 问题 , 这 是 一 个 实际 问题 . 六 一 节 

再 洲 拉 一 个 图 论 中 的 极 人 问题 , 就 是 网 络 .上 的 最 大 流 问 题 . 大 
家 一 看 就 会 明白 , 最 天 流 问 题 就 是 从 紧急 运输 癌 题 (以 及 其 他 
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类 似 的 问题 ) 中 抽象 内 来 的 . 

为 了 说 上 明 计 么 是 最 大 流 问 题 ， 必 须 完 讲 一 下 秆 么 叫 网 
络 , 御 么 此 流 。 

定义 .1 设 9 一 CV, 4) 是 一 个 简单 有 向 图 , 它 具 高 下 
面 几 个 特点 : 

(1 在 集中 指定 了 两 个 点 ,一 个 叫 起 点 ,一 个 问 终 点 . 锭 
第 三 章 中 讲 最 短路 时 一 样 , 我 们 就 令 刀 代表 起 点 ,mm (% 是 玉 
中 顶点 的 个 数 ) 代 表 终 点 ; 

(2 G 的 每 一 条 弧 有 一 个 非 负 的 容量 ， 设 (i, 办 是 一 条 
民 , 那 未 避 , 站 的 容 夸 就 记 作 ez， 轧 ; 

(8 如 中 不 存在 指向 起 点 tn 的 强 ,也 不 存 在 从 终点 6 出 
发 的 弛 ; 
那么 称 刀 十 一 个 由 络 . 

很 显然 ,图 8.1 中 的 图 是 一 全 网络 ， 

定义 8.2% 设 G- 0 才 是 一 个 网 络 , 又 设 它 的 每 一 条 
红 他 力 鸡 应 有 一 个 数 7 分 , 如 果 这 些 了 ti 太 满 足下 面 
三 个 条 件 : 

() 对 于 所 有 的 弧 作 办 ,有 了 Gv 力 > 

(QQ) 对 于 所 有 的 弧 (5, 力 ， 有 了 Ci, 站 c(i 办 

介 ) 除了 起 点 wx 和 终点 2 外 ,对 于 上 共 他 顶点 v4 来 说 , 指 
向 空 的 所 有 上 蜂 工 的 7 站 之 和 等 于 从 路 出 发 的 所 有 弧 上 
的 了 (Ek, 间 之 和 ; 
那么 秘 所 有 这 些 数 f (i, 六 的 集合 为 网 络 召 的 一 个 流 ， 通常 
我 们 就 用 一 个 字母 了 代表 -个 流 ， 每 一 条 狐 (名 办 对 应 的 
也 乃 叫做 流 于 在 弧 心力 上 的 流量 . 

党 了 上 一 节 的 内 容 后 , 流 的 实际 意义 说 很 清楚 了 ， 
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Cm 


它 就 代表 紧急 和 运输 问题 中 的 一 个 运输 方案 。 
以 上 一 节 的 图 8.2 


条 4 

(8) 为 例 : 重 画 在 图 8.3 Se /i 
中 )， 令 每 条 弧 个 放 襄 人 入 A 
边 风 闻 体 玫 于 为, 加。 “ 仿 、 A ”2 
水 术 这 些 .Fo 力 就 是 2 

一 个 流 ， 这 里: ”3 
el1,2) —4, 0(1, 8) =8, 8.3 


ef2, B=4, cl2, Dd =—4 52 DD -1, c(8, 1 =2, 
13, B=2, cl4, 的 一 7，e(5 PD =6, £5, 6) -8 
而 各 条 强 上 的 流量 为 : 
了 2 -3, FH, DH =2, fo2, P=2, fi%, DD=L, 
F602, D1, FO8, D =2, fi8, BD) 2, fis, PD => 
f(5, D 0, fi5, 的 一 3 
定义 8.8 设 了 是 两 络 对 的 一 个 流 , 则 称 从 起 点 v1 志 发 
的 所 有 有 弧 上 的 流芳 (C1, 仿 之 和 为 流 了 的 年 ， 9 的 所 有 流 中 ， 
值 晤 大 的 流 囊 做 最 大 流 ， 
定义 3.8 的 意义 出 是 很 清楚 的 ， 一 个 流 了 代表 一 个 运输 
方案 , 而 了 的 值 就 是 护 这 个 方案 过 时 ， 从 起 点 ?4 运 到 终点 加 
的 物资 的 数量 ， 而 最 大 流民 表 的 就 是 从 起 点 运 向 终点 的 物资 
最 多 的 一 个 方案 . 
上 面 图 $8.3 中 的 流 掏 秆 是 了 (1, 2)+#(1, 3)=8+2 一 5. 
所 语 网 络 上 的 圾 大 流 问 题 指 的 就 是 : 把 一 个 网 络 宅 的 她 
式 流 求 出 来 ， 显 然 , 这 个 避 题 会 解 了 , 我 们 也 三 能 为 察 急 过 和 输 
问题 找 最 好 的 运输 方案 了 . 
下 一 节 就 来 介绍 求 一 个 给 定 网 络 的 最 大 流 的 方法 ， 
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3. 最 大 流 的 求法 


这 - . 节 开 始 讲求 网 络 的 最 大 流 的 方法 ， 这 种 方法 的 轮 廊 
是 这 样 的 : 先 作 测 一 个 流 方 : 然后 检查 fi 是 不 是 最 大 流 ， 如 
果 是 , 很 好 , 已 经 我 到 最 大 流 了 ; 如 果 不 是 , 说 设法 把 六 改进 
成 另 一 个 流 玉 , 而 且 户 的 值 到 比 疡 的 值 大 ; 然后 再 检查 产 是 
不 是 最 大 流 , 如果 仍旧 不 是 ,就 青 把 fo 改进 成 一 个 更 好 的 流 
fa, ee ， 这 样 做 下 去 ,直至 找到 一 个 最 大 洲 为 止 . 

因此 :这 个 方法 由 兰 个 步骤 弛 成 . 

东台 工 求 出 第 一 个 流 . 

落 聂 2 检查 现 有 的 流 是 不 是 最 大 流 , 如 果 是 ， 那 未 最 大 
流 已 经 找到 了 ,计算 结束 ; 如 果 不 是 , 转 疝 步 又 3， 

步 卫 3 把 现 丰 的 流 牙 进 成 一 个 更 奸 的 流 , 转 问 步 枝 2. 

图 8.4 中 还 的 就 是 上 述 算法 的 框图 : 


1， 求 出 备 一 个 流 


| 


现在 就 来 讲 这 三 个 步 又 的 具体 做 法 ， 步 又 1 是 很 简单 
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13， 把 天 有 鸣 六 改进 
友 “个 砚 娃 的 流 


的 ， 因 为 只 要 令 所 有 的 ,Fa, 站 都 等于零, 就 可 以 得 到 一 个 
流 . 不 难看 出 , 定义 8.2 中 的 三 个 条 件 都 基 成 立 的 .当然 , 取 
这 个 流 作为 第 一 个 流 并 不 理想 , 因为 它 的 值 是 零 , 因此 , 如 果 
我 们 太 办 法 很 容易 池 找 进 一 个 值 大 些 的 流放 , 也 可 以 也 产 作 
为 第 一 个 流 . 

下 商 我 们 她 步 台 2 与 3 结合 起 来 一 起 讲 ， 先 证 我 们 分 析 
一 下 , 区 于 一 个 已 知 的 流 子 来 说 ,出 现 什么 情况 志 ， 子 可 以 改 
进 成 一 个 更 好 鸭 流 - 

首先 ,不 难看 此 ,在 出 现下 述 稍 况 时 , 流 了 就 可 以 改进 : 

“看 在 一 条 从 起 点 从 到 终点 mm 的 有 向 路 包 在 的 每 一 
条 弧 上 ,都 有 了 六 <elGi, 办,” 

更 山 很 简单 , 闲 为 我 们 可 以 让 j 的 各 条 弧 上 的 (i, 四 都 
增加 一 个 数 2 (在 紧急 
运输 问题 中 ， 航 相当 计 
沿 着 Pp 再 多 运 & 个 单位 
的 物资 )、 那 末 & 应 该 
等 于 儿 呢 ? 让 我 们 结合 
图 8.2(6) 中 的 流 来 讲 
{ 吕 图 8. 功 , 在 这 里 ， 有 
间 路 : 图 

P= {v1, V2, 04, we} 
就 具有 上 述 人 性质 ,因为 在 它 记 包 含 的 二 条 弧 . 上 ,有 
fl, 2 =8, f2, 4) —0, F(4, 6) 
of DD = cl9, 1) =4, cl4, © 
了 ,办 都 比 ei, 及 小 -让 这 三 个 了 Gi, 间 都 增 如 一 个 数 ww 
从 绰 已, 2) 看 ,最 多 增加 4-3=1I, 从 新 i2, 少 看 ,最 多 增加 
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4 一 0 一 4 而 从 弧 (4, 6 看 ， 最 多 增加 7 一 2 一 5， 总 起 来 说 ， 
最 多 前 增加 多 少 ? 朴 一 想 就 会 知道 ,只 能 增 如 1, 因此 < 应该 
耻 也 就 是 说 , 可 以 把 图 8.5 中 的 流 改 进 宅 图 3.6 中 的 流 . 
经 过 这 次 改进 。 流 的 值 
增加 了 一 如 从 后 当 
加 到 了 6. 

大 家 也 许 会 问 ， 一 
个 流 经 过 这 样 改 送 以 
后 ， 得 到 的 是 不 是 仍旧 
是 一 个 流 , 也 就 是 说 , 定 
义 8.2 申 的 条 件 (DD , (2)、(3) 是 不 是 还 都 成 立 ? 管 案 是 骨 定 
的 ,不 过 这 里 就 不 写 了 ,请 大 家 自己 还 明 一 下 史 

请 大 家 再 试 试看 ,在 图 8.6 中 , 能 不 能 再 获 到 一 条 每 用 上 
流量 < 容量 的 有 沿路 ， 试 一 下 就 会 知道 ,我 不 到 了 , 那 林 是 不 
是 图 8.6 中 的 流 就 不 能 改进 了 呢 ? 不 是 的 ， 因 为 我 们 还 有 一 
种 改进 流 的 办 法 ， 

请 大 家 看 一 下 图 8.6 中 的 路 : 

名 一 Ta，( 3), ts, C2, 3 ve, (2, D, oo, (4, 6), ve}, 
注意 , p 是 路 而 不 是 有 沿路 (请 复习 一 下 第 二 章 的 定义 2.5, 
为 了 看 起 来 清楚 ， 我 们 把 i 
出 现在 p 中 的 项 点 利 激 和 全 一 -一 < 


前 沿 歼 
写 出 来 了 ), 党 着 路 Dp 从 起 。 。 后 向 强 De 
点 四 商 终点 四 走时 ， 弧 站 


| 
方向 与 前 进 方向 一 致 ， 这 _ 
样 的 缴 则 敌 加 的 前 向 孤 ， 站 8.7 
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而 红 《2, 3) 的 方向 与 前 吉方 向 相反 ， 这样 的 弧 叫 做 羡 的 后 向 
张 ( 兄 图 8.7， 

定义 B.& 设 了 是 网 络 安 的 一 个 流 , PD 巧 一 条 从 起 点 咒 
到 某 一 顶点 ws 的 路 它 具 夺 下 述 性 质 ， 

(DD 在 gp 的 所 有 前 四 陀 上 , 了 Gi, 太一 ec 及 

人 2) 在 的 所 有 后 向 弧 上 ,ft 及 一 入 
那 末 称 儿 为 一 条 关于 流下 的 可 改进 路 ， 

站 难看 出 ， 图 8.7 中 的 那 条 路 2 是 关于 图 8.6 中 的 流 
子 抢 一 条 从 全 到 we 的 可 改进 路 男 自 ,前 前 讲 的 从 如 到 
的 玛 条 统 工 都 有 4 力 <<eli, 力 的 有 了 向 路 其 实 也 其 可 改进 
路 [ 国 为 咯 上 没有 后 向 骤 ， 定 义 8.4 中 的 (3) 就 不 必 考 虐 
了 ]. 

为 什么 我 们 把 满足 定义 8-4 的 两 个 性 质 的 略 叫 做 “可 疏 
进 路 " 呢 ? 下 商 的 定 更 就 同 答 了 这 个 语 题 . 

定理 8.1 设 了 是 网 络 妊 的 一 个 济 , 如 果 存 在 一 条 从 省 
到 mw 的 关于 了 的 可 改进 路 g 屠 末 了 就 可 以 改进 成 一 个 信和 更 
大 的 沪 户 . 

证 明 ”这 个 定理 证 明 的 思路 是 : 具 笨 地 给 出 一 科 方法 , 利 
用 这 种 方法 就 可 以 把 改 寺 成 一 个 更 好 的 流 轧 , 这 种 方法 
是 : 

(DD 不 属于 可 改进 路 p 的 弧 好 办 上 的 流明 一 概 椒 变 ， 
即 对 于 这 种 又 来 说 , 令 ft, 信 一 了 全 用; 

(3) 可 改进 路 pb 上 的 所 有 弧 所 办 的 流量 都 费 变 ， 其 变 
化 规则 总 : 

在 前 向 浙 上 ， fi 站 一 fC 六 二 a 

在 后 向 缴 上， 所 % 有 一 fG%, 办 一 
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& 肌 租 改进 量 ， 它 应 该 按照 下 玉 原 则 来 确定 : 9 既 要 取得 尽量 
大 , 又 要 使 变 汪 乒 的 方志 加 双 满 足 定 义 8.3 中 的 条 件 (办 与 
(不 区 看 出 ， 按 照 这 个 原则 ，4 不 能 超过 伍 条 前 向 狐 上 的 
ol, 小 一 i, 力 ， 也 不 能 超过 每 条 后 沿 骤 上 的 了 力 ， 四 
此 ,se 应 该 等 于 前 向 虹 上 的 ef 力 一 fli, 办 与 局 向 弧 上 的 
了 (2 为 中 的 最 小 值 . 

宙 上 而 评 的 确定 疏 进 量 = 的 朱 法 立刻 可 以 看 出 九 满 足 
定义 .3 中 的 条 件 人 与 动 ， 另 外 巴 不 蕉 证 明 产 注 足 (3) 
(证 羽 留 给 大 家 作为 习题 )， 区 此 方 确实 是 一 个 流 并且 它 药 
值 比 子 的 值 正好 大 a, 即 它 比 了 好 ， 证 完 

让 我 们 再 回 过 头 来 看 一 下 图 8.6 中 的 例子 ， 前 而 我 们 已 
整 指 中 了 一 条 可 改进 路 ( 见 图 8.7): 

了 人 有 2 9 人 有 他 国 ， 4} 
现在 就 该 略 定理 8,1 诬 的 办 法 来 把 图 8.6 中 的 流下 收 进 成 一 
个 更 好 的 流 , 首 先 应 该 定 出 改进 熏 @, 先 看 史 的 前 向 弧 ， 

在 (人 3 上 上 上， ed 3 一 FT 3 一 8 一 2 一 6 

在 (2, 和 上 ， e622, 4 一 了 7 了 (2,4) 一 4 一 1=3; 

在 人 46) 上， ol4 全 一 F(4, 国 =7-3 一 4 
因此 , 冲 起 来 说 , a 容 多 其 3， 哥 看 % 的 后 向 又 , 这 里 只 有 
包 , 3) 一 条 , 东 这 打听 全 ,2，8) ~ 3， 因为 后 向 放 上 的 沂 革 
要 减少 <, 为 了 保证 减 了 以 后 不 变 负数 ，a 于 多 取 2 总 起 来 
说 , 应 该 芭 2 这 个 改进 过 程 见 图 8.8， 改 进 后 的 流 的 全 
为 8. 

大 家 也 许 会 同 ， 定 理 8.1 中 潜 的 政 过 流 的 办 法 的 实际 意 
文 是 什么 ? 看 一 下 从 到 g8.8(c) 改进 成 $8.8(5) 的 过 稳 ， 这 个 
局 题 就 会 清楚 了 ， 从 图 8.8(e) 可 以 看 出 , 弧 (1 的 上 还 有 
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清 态 ， 但 是 由 于 从 四 此 发 的 两 条 玛 (3, 办 (8, 国都 已 经 “多 
和 和"[ 即 了 (5, 为 =ofb, 攻 ], 使 得 骤 和 ,3) 上 不 能 再 多 送出 物 
次 来 ,但 是 经 过 弧 (3, 翁 四 


十 全 区 
人, 防 的 4 百 陡 物资 wow AT 
从 1 /3 
中 ， 有 2 育 昨 是 经 过 嘲 /7 4 ~ 
(2, 加 运 过 来 的 ， 于 是 ， ~、 下 从 
NAIA 
动 一 下 脑 艇 就 会 发 现 ， 2 Np NA 
诬 该 把 弧 从 3) 上 的 到 册 北 - 扩 了 半 渤 江 
百 班 物资 退回 到 vs 去， 本 


疏 诚 从 全 ， 地 晤 
运 ,这 样 一 来 , 弧 以 只 
下 就 允 本 以 多 运 2 首 吨 
物资 , 从 而 贰 得 从 由 运 
骨 的 物 突 的 总 量 增加 
了 . 定理 8. 工 中 讲 的 在 
性 上 改进 的 办 法 正 是 这 四 

种 想法 的 反映 . 图 8.8 

定理 8,1 告诉 了 我 们 在 什么 第 况 下 ,一 个 流 可 以 收 进 .但 
是 讲 到 现在 ， 我 们 还 一 点 也 没有 讲 到 怎样 检查 一 个 流 是 不 是 
最 大 的 。 下 面 的 定理 8.2 就 解决 了 这 个 问题 . 

定理 8.2 设 了 是 网 络 台 的 一 个 流 , 如 果 不 存 在 从 如 到 
wr 苓 关于 下 的 可 改进 族 p， 那 末了 一 定 是 最 大 流 ， 

这 个 定理 的 证 明 比 较 长 , 就 不 讲 了 ， 大 家 不 要 以 为 这 个 
定理 再 以 用 以 下 的 乱 单 办 法 来 证 胡 : “ 胜 然 找 术 到 可 改进 路 
这 个 流 就 不 能 改进 ,当然 就 是 最 大 沛 了 .2 这 种 证 小 是 不 对 
的 ,因为 虽然 起 不 到 可 改进 路 , 很 可 能 还 有 其 他 的 办 法 米 改 进 
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有 了 定理 8.2 以 后 ， 前 面 进 的 求 最 大 流 的 三 个 步骤 就 更 
具体 了 , 那 就 是 : 

步骤 1 用 任何 方便 的 办 法 求 出 第 一 个 流 ， 或 者 到 所 有 
了 (i, 办 一 0 放 为 第 一 个 流 ; 

步 邓 2 对 于 现 有 的 流 地 找 找 看 是 否 存在 定 改 进 路 ,如 
果 不 存在 , 瑰 有 的 流 就 二 最 大 流 ,如果 找到 了 可 改进 路 , 转向 
步骤 和 

帝 允 8 ”按照 定型 8.1 中 讲 的 方法 把 现 有 的 流 改 进 成 一 
个 更 好 的 流 , 转向 步 又 2, 

从 图 8.5 中 的 流 改 进 成 图 8.6 中 的 流 ， 接 着 又 改进 成 图 
8.8 中 的 流 其 实 就 是 按照 这 个 步 又 在 艇 。 不 难看 出 对 王 图 
8.8 的 流 来 说 , 不 可 能 再 找到 可 改进 路 了 ‘请 大 家 试 试看 ), 因 
此 由 定理 8.2, 可 以 肯定 园 8.8 中 的 流 已 经 是 一 个 最 大 流 
了 . 

现在 来 入 究 一 站， 再 刚 才 讲 的 步骤 1, 2, 3 来 求 最 大 流 
还 有 什么 缺点 ， 步骤 工 和 中 做 起 来 很 简单 担 是 步骤 2 就 
不 行 了 ， 太 家 可 以 想象 , 如 对 维 称 一 个 比较 大 的 网 络 ， 比 如 
说 有 几 百 个 点 ， 几 再 条 狐 ， 要 检查 一 个 已 知 的 流 是 不 是 最 
大 流 ， 就 是 要 找 找 有 没有 本 改进 路 。 息 如 你 已 经 费 了 两 
个 消 时 ， 还 没有 找 匈 ， 你 是 不 是 圳 可 以 说 找 不 到 了 呢 ? 当然 
不 能 ， 因 此, 我 们 必须 要 有 一 种 系统 地 寻找 可 改进 帕 的 方 
法 ， 这 种 方法 必须 具有 下 述 特点 ， 当 存在 可 改进 路 时 ， 能 很 
抉 的 把 它 找 出 来 ， 当 不 存在 可 改进 器 时 ， 能 很 快 风 告诉 你 ; 
“不 用 再 找 了 , 肯定 不 会 有 了 .下 一 节 诗 的 蒜 号 法 就 是 这 样 的 
一 种 方法 , 
“338 。 


习 是 
4， 证 敢 : 用 定理 &.1 中 讲 的 方法 来 改进 一 个 济 ， 变 位 后 得 到 的 一 
定 沪 是 一 个 流 。 
.为 右 图 的 网 络 找 … 个 最 
3. 设 一 个 网 络 匠 每 


的 容 呈 论 尽 问 数 , 试 证 昌 


只 区 取 押 有 fti, 六 二 和 作为 第 一 个 沪 , 然后 证 表 
法 疏 进 济 时 ,改进 时 了 一 定 是 蓝 数 .了 


4， 找 可 改进 路 的 方法 标号 法 

这 一 芒 要 介绍 的 找 可 改进 路 的 方法 也 刚 标号 法 ， 当 然 县 
体内 容 和 第 三 章 中 求 最 短路 的 款 号 法 是 不 同 的 。 首 先 蚜 确 一 
下 ,一 个 顶点 % 在 千 么 情况 下 部 得 到 慰 号 ? 规定 起, 如 果 你 能 
金 肯定 存在 着 从 起 点 刀 到 笠 的 林政 进 路 ， 顶 点 思 就 应 该 得 
到 标号 。 因 此 ,一 瑟 必得 到 标号 ,就 可 以 肯定 存在 四 到 加 的 
可 改选 路 了 . 

让 我 们 结合 具体 麟 子 来 齐 标 号 的 办 法 ， 仍 以 图 8.6 中 的 
流 为 鲍 ， 天 始 时 令 是 已 标号 点 , 并 且 给 w 以 标号 人 0, 十). 
[这 个 标号 (0, +) 没有 什么 意义 ,只 不 过 说 明 vr 已 经 有 了 标 
号 罢了 ], 然后 检查 一 下 从 名 出 发 的 强 , 这 里 有 (1,2), (1,3) 
2 条 , 先 大 人 3) ,因为 了 CU 3) “2<edl, 一 38， 因此 单单 一 
条 弧 二 号 就 构成 一 条 从 vi 到 me 前 可 改进 路 , 也 不 巧 说 , 可 
以 表征 存在 从 到 ws 的 本 改进 路 了 ,因此 os 应 该 得 到 标号 ， 
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我 们 给 wm 以 标号 条 ,十 ), 这 里 1， 十 ) 的 意思 是 ; oo 的 标号 
是 由 一 条 从 羔 中 发 (二 ” 代 表 币 发 ) 的 统 , 即 (1, 及 ， 待 来 的 - 
下 看 弧 (4 2), 因为 (1, =el1, 2) = 和 4 不 能 给 如 标号 
在 对 入 出 发 的 红 邦 流 行 了 奏 查 以 后 ,我 们 在 加 的 标号 (0, 十} 
下 面 划一 条 族 ， 表 示 
对 器 已 经 检查 这 了 ， 
以 后 就 不 必 放 考虑 它 
了 ( 兄 图 8- 分. 
一 般 情况 下 ,我 
们 可 以 按 下 商 的 办 法 
米 进 - - 步 扩大 已 标号 
点 的 范围 : 设 & 是 忆 
标号 点 , 那 末 应 该 存 在 从 己 到 vw 的 可 改进 路 ,这 时 ,如 虹 存 在 
一 条 器 四 为 起 点 的 弧 (% 中, 满足 fv 如 <oli, 办, 那 末 显 
然 可 以 把 信守 久 的 可 改进 路 延长 一 条 弧 , 使 它 成 为 一 条 从 
5 到 锯 的 可 改进 路 , 困 此 ,如 果 也 还 没有 得 刘 标 号 , 就 可 以 给 
和 称号 地 一 并 且 把 么 改 为 已 标号 点 ( 见 图 $.10) ,同样 ， 
划 果 存在 一 条 以 wm% 为 终点 的 弧 婚 , 四 ,满足 了 [ 吕 习 >0, 并 
且 仿 还 没有 得到 标号 , 则 给 wx 以 标号 地 一 )， 并 旦 把 加 收 
为 已 标号 点 ， 这 里 标 号 (& 一 ) 的 意思 是 ,ov 的 标号 是 从 一 
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条 指南 (一 ”表示 指 宙 os 的 弧 得 来 的 ， 也 就 是 其 作伪 得 来 
的 ， 

加 到 图 8.9, 现在 有 邓 个 已 标号 点 : 9 已 检查 过 了 , 不 必 
天 考 处 , 医 此 只 海 虑 v3, 现在 来 看 看 能 不 能 用 上 画 让 的 办 法 
扩 天 标号 点 的 范围 ,从 加 出 发 的 弧 有 人 @, 四 和 (3, 6;2 条 ， 
这 条 颖 上 都 有 了 (5 太一 2 力 ， 困 此 不 能 对 闪 与 娃 进 行 
标号 ， 再 看 指 身 vs 的 弧 ， 这 里 有 (i 3)，(2, 3)2 条 ， 因 为 
8, 3)>0, 所 以 可 以 给 如 以 标号 人 8, 一 ), 在 强 {1, 的 上 ， 
虽然 也 有 4,3>0， 
但 是 己 经 有 标号 
了 , 沂 以 不 必 对 2 下 
新 标号 : 把 从 v3 由 发 
和 指向 久 的 弧 都 考 
察 过 后 , 在 oa 的 标号 
下 面世 划一 务 线 ， 表 
示 对 ws 已 检查 过 了 图 和 也 
【 见 图 8.9， 接着, 再 考虑 已 标号 而 木 检查 的 点 vs, 因为 在 弧 
人 9 上, 02, 由 <e(t2 和 所 以 全 可 以 得 到 标号 (2, 二 )， 
其 他 顶点 都 不 能 从 ts 得 到 标号 ， 再 检查 w, 发 现 we 可 以 得 
到 标号 (4， 十 ), v6 一 得 到 标号 ， 标 寻 过 程 就 可 以 停 让 了 , 因 
为 我 们 可 以 肯定 存在 从 w% 到 vs 的 可 改 这 路 了 . 

接 下 去 , 还 应 该 把 从 1 到 ws 的 可 改进 路 p 找 出 玉 , 线 畔 
的 方法 岂 做 “ 倒 向 追踪 ”就 是 从 x。 开始 利用 顶点 二 的 标号 创 
加 去 找 ，z 的 入 号 是 ( 灿 二 )， 说 明 :ae 是 内 ma 贞 发 的 
红 , 邮 (4 动 ， 得 到 标 寻 的 ”， 圭 此 ,多 药 最 后 一 段 应 该 是 ; 

{es (4, 0), ve}, 


135 。 


大 为 w 的 标号 是 (2, 十 )， 所 以 上 再 的 路 应 扩 太 成。 
fos, (2, 四 wu 二， 
注意 , %% 的 标 叶 是 (3， 一 ), 所 以 吉 畜 面 的 弧 应 该 是 人 中 
[而 不 是 8, 如], 即 上 商 的 路 应 该 扩 六 成 - 
{ws, (2, ,vp, (2, D, ts, (4, ,v5 

最 后 ,因为 v3 的 标 导 是 :1 十 )， 折 只 上 述 路 又 可 以 扩 痰 成， 

p= {vs, (1, $B), os, (2, 2}, vo, (2, 4), ws, (4, ), 
已 经 出 现 了 ,不必 表 往 下 做 了 ,因为 逢 要 束 的 从 到 wi 的 
可 改进 路 已 经 找到 了 ., 在 找到 了 可 政 进 路 以 后 ,就 用 定理 8.1 
的 方法 把 现 有 的 流 改 进 成 一 个 更 好 的 流 , 注意 , 在 对 新 的 流 再 
找 可 改进 路 时 ， 原 有 的 标号 应 全 部 去 掉 ， 再 从 "3 开始 重新 标 
号 . 

用 上 面 讲 的 办 法 来 找 可 改进 路 , 计算 起 来 是 很 快 的 ,因为 

每 一 个 答 查 过 的 顶点 以 后 就 不 用 再 考 关 了 , 也 就 是 说 , 一 个 项 
点 至 多 考虑 一 次 ， 另 外 , 不 难看 赎 , 如 果 存 在 从 %4 到 v 的 可 
改进 路 ， 那 末 ，w 一定 会 得 到 标号 的 ， 为 什么 呢 ? 让 我 们 结 
合 图 8. 二 中 午 的 -条 可 改进 路 的 示意 图 米 讲 ， 首 先 %: 一 开 
始 就 是 已 宗 号 点 ， 在 考虑 几时 思 就 会 得 到 标号 ， 再 看 ww 
我 们 来 证 明 vs 一 定 会 得 到 标 时， 可 以 这 样 想 , 当 党 嵌 顶 点 办 
时 , 可 能 出 现 两 种 情况 , 一 是 vs 已 经 得 到 标 导 了 ， 那 未 很 好 ， 
已 经 证 明 ws 得 到 标号 了 。 另 一 种 捕 况 是 ?还 没有 得 到 标号 ， 
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那 来 这 时 按 慰 号 的 办 法 ， 就 会 给 me 以 标号 (2， 一 ) ， 这 各 证 
明了 不 管 出 更 什么 情况 ,Vs 一定 会 得 到 标号 , 继续 推 下 去 ,就 
可 以 知道 内 如 也 都 一 定 会 得 到 标号 . 

既然 在 存在 从 实 到 加 的 可 改进 路 时 - wm 一 定 会 得 到 标 
号 那 未 如果 出 现 ww 还 没有 得 到 的 号 而 又 无 法 继续 扩大 已 
标号 点 的 范围 时 ,说 明 什 么 问题 呢 ? 大 家 想 一 想 就 会 知道 , 这 
种 情况 就 说 其 了 对 十 现 有 的 流 来 说 ,不 存在 从 如 到 的 可 
改进 路 ,因此 根据 定理 8.2, 就 可 以 表 定 现 有 的 流 已 经 是 最 大 
流 了 ， 

让 我 们 再 来 看 一 个 例子 ， 就 以 图 8.805) 中 的 流 为 例 : 见 
图 3.18)， 首先 给 性 


球 号 0, 十}, 接着 vs ,条 一 2 一 水 ， 

可 以 得 到 标号 (1, 十 》 | Wa /Is 

可 以 得 到 标 导 (C1, +》 pe 二 AN le ~ 

再 考虑 za 不 管 其 从 oo 包 XX ls > 
~、 dg、 | 

如 出 发 的 归 ， 还 十 指 从 | - 忆 ~ a 

向 we 的 弧 , 都 不 能 使 于- 二 这 

任何 顶点 得 到 标号 ， 

检查 完了 wa 以 后 , 发 图 3.18 


现 不 存在 已 未 号 而 未 检查 的 项 点 了 ， 央 此 也 就 无 法 再 扩大 已 
标号 点 的 范围 了 ， 但 是 这 时 终点 ve 还 没有 得 怕 标 鲜 ， 央 此 ， 
按照 前 硬 讲 的 ,马上 可 以 月 定 不 存在 二 改进 路 , 即 这 个 流 已 经 
是 最 大 流 了 . 


有 % 络 撤 大 流 的 计算 方法 已经 讲 完了 , 下 面 给 
凡 揭 求 贺 纸 最 天 沉 的 计算 方法 的 框图 是 上 一 草 秋 这 一 节 午 的 
内 容 的 总 结 ， 谍 大 察 结合 兰 这 个 框图 把 误 个 方法 再 回 想 一 
"37， 


到: -个 忆 标 号 而 未 柠 查 的 顶 
点 


由 


了 有 <e 人 为 并 所 外 

功 成 为 己 标 号 而 未 检查 的 | 

为 考虑 所 有 以 4 为 终 志 的 弧 馆 众 如 果 f(%, 引 >0 

并 且 央 未 标号 ， 则 给 六 以 烽 号 信 一 》, 太 戌 为 已 
ik 导 友 未 失 栓 的 项 点 。 

成 天 已 检 企 的 -页 点 。 
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理 £.1 的 办 法 将 了 改进 成 一 
扩 薪 的 流 匣 记 作 


图 8.14 


最 后 ,再 来 讨论 一 下 上 上面 诈 的 计算 方法 的 有 效 性 问题 .要 
稍 计 这 种 方法 的 运算 次 数 是 沸 较 难 的 ， 关 键 问 题 是 不 容易 售 
主 需 要 改进 玫 次 才能 得 到 最 大 流 ， 因 为 改进 的 次 数 不 公 与 网 
络 中 的 顶点 个 数 右 关 ， 还 和 和 弧 的 容量 以 及 标号 时 的 具体 做 法 
有 关 . 有 时 会 出 现 这 样 的 情况 ,一 个 网 络 的 项 志 倒 不 多 ,但 是 
有 些 听 的 容量 是 很 大 的 至 结果 需要 改进 很 多 次 (改进 的 次 数 
不 是 项 点 全 数 n 的 多 项 式 } 才 能 得 到 起 大 流 ， 不 过 , 已 经 有 人 
指出 ,只 要 把 我 们 讲 的 方 泛 稍 为 黎 改 一 下 ,就 可 以 得 到 一 种 有 
效 的 计算 方法 ， 关 于 这 个 问题 , 这 里 就 不 仔细 齐 了 (有 兴趣 的 
谈 者 可 以 参 放 更 专门 的 书籍 ), 大 家 只 要 记 住 这 样 的 结论 : 对 
十 网 络 景 大 流 问题 来 说 ,是 存在 有 效 的 计算 方法 的 ， 


习 题 
技 出 下 面 焉 个 允 络 的 最 大 流 ， 


(所 有 的 弧 的 守 且 都 假设 为 了 D 
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九 、 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 


1. 匹配 . 二 分 图 


在 这 本 书 的 引 宣 中， 我 们 曾经 讲 过 一 个 飞机 驾驶 员 的 措 
本 问题 , 那里 也 介绍 了 “匹配 "这 一 概念 ,这 一 章 与 下 一 章 就 专 
门 研究 与 匹配 有 关 的 一 个 极 值 问题 . 首先 让 我 们 把 匹配 的 定 
义 再 明确 地 讲 一 下 . 

定义 8.1 发 =[V. 加 基 一 个 无 向 图 , ME 及 是 全 的 
若干 条 边 的 集合 ,如果 旭 中 的 在 登 丙 条 边 都 没有 公共 的 端 
点 ,就 称 开 是 一 个 匹配 . 

鲜 如 图 9.1<9) 、( 芒 中 的 粒 边 组 成 的 集合 到: 与 Ma 分别 
是 图 @ 与 嫩 的 匹配 . 


人 ) 图 台中 租 边 的 集合 : 2 划 图 全 中 相 边 多 集合: 3 
图 9.1 
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应 沪 注 意 ， 对 于 任意 图 全 来 说 ， 如果 取 型 一 由 则 亚 也 
是 忌 的 一 个 匹配 (请 想 一 下 ,定义 9. 工 书 的 条 件 是 知 或 立 ?) 。 

有 好 几 个 书信 问题 写 亚 本 这 一 购 念 有 关 ， 我 们 了 研究 的 
问题 号 ， 以 结 定 的 图 台 ~ [F， 马 ] 的 所有 苞 配 中 , 把 包 食 边 数 
最 多 的 目 臣 找 册 来. 

一 般 , 我 们 把 边 数 最 风 的 匹配 书 司 曼 大 匹配 ， 因 此 上 面 
讲 的 问题 就 叫做 最 大 匹配 问题 。 在 这 本 书 的 引言 中 已 经 说 
过 , 飞 枯 驾驶 员 的 渤 配 问题 就 可 以 归 鱼 为 最 大 号 权 问题 . 

一 般 说 米 ， 要 把 一 个 图 人 的 最 大 匹 柜 找 出 来 ， 不 是 一 但 
很 容易 的 事 , 不 过 , 对 于 一 种 叫做 二 分 区 的 特殊 的 图 来 说 , 最 
大 匹配 问题 村 比较 容易 解决。 因此, 在 这 一 牵 中 ,我 们 首先 来 
讲 一 下 二 分 疼 的 最 大 匹配 的 求法 ， 下 一 章 再 研究 一 般 图 的 情 
况 ， 

首先 ,证 我 们 刘 一 下 针 么 吸 一 分 翌 . 

定义 9.3 彼 B~[F, 型 是 一 个 无 向 图 , 如 果 可 以 把 他 
的 顶点 集合 六 分 成 两 个 部 分 卫 与 了 ,使 得 如 中 的 每 一 条 边 


的 丙 个 端点 ,一 定 是 一 个 属于 于 而 另 一 个 周 于 了 ,就 称 G 是 
一 个 二 分 图 。 [为 朋 确 起 见 , 有 隔 把 二 。 
分 图 记 作 G= [X,Y 瑟 ) ~ 访 
例如 图 9.2 中 的 图 也 谣 基 一 个 守 一 
二 分 医 ， 因 为 我 们 可 以 令 ， 
T= {ou ve, 时 ， CE 


Y= {ts, ta, ve, a}. 四 
不 准 检查 ,每 条 边 的 两 个 端点 都 划一 个 局 于 万 而 另 一 个 
居于 Y， 


着 常 ， 在 王 一 个 二 分 图 对 , 我 们 把 属于 互 的 顶点 画 成 一 
+ 好?1 


行 , 把 属于 了 的 项 点 画 成 另外 一 行 , 并 县 把 避 于 于 与 了 的 
顶点 分 别 记 作 35， srs 与 加 和: 和 即 两 成 图 9.3 
那样 ， 由 二 分 图 的 定义 可 知 , 不 存 。 工 
在 连 潜 了 由 的 任 两 个 项 点 的 过 ,也 “es 
不 存在 连接 了 中 的 任 两 个 厌 点 的 


边 全 护 
求 二 分 图 的 最 大 邱 配 问题 也 有 ve 

一 定 的 实际 意义 ， 例 如 一 个 空军 部 。 

只 串 ， 有 一 部 分 下 驾驶 员 、 一 部 外 

副 轰 驶 员 ， 而 每 架 飞 机 必须 有 一 个 。“ 

正 鸭 驶 员 和 一 个 副 驾 驶 员 ， 不 难 腹 图 3.3 


出 , “如何 措 配 于 副 驾 豫 员 才能 入 出 航 的 飞机 最 多 ”这 样 的 间 
题 , 可 以 归 续 为 一 个 二 分 图 上 前 最 大 臣 配 问题 . 


习 总 
各 加 工 判断 一 下 , 太 面 的 图 6 是 
a 是 二 分 图 如 果 症 物 活 , 霄 说 明 
守 人 分 别 和 含 时 个 机 点 ， 


~ 
i SC 和 全。 .用 直接 观察 的 办 法 给 图 

3.3 中 的 二 分 习 找 一 个 最 大 匹 
配 . 


2. 二 分 图 的 最 大 匹配 的 求法 


现在 就 来 计 求 二 分 图 的 最 大 匹配 的 一 种 方法 ， 这 种 方法 
是 以 上 一 章 讲 的 求 网 络 的 最 大 流 的 六 法 为 基础 的 . 

我 们 就 结合 图 9.3 中 的 二 分 图 8 来 讲 ， 从 图 他 出 发 ,可 
,Id 


~ 


以 造 一 个 网 络 豆 , 如 是 按照 下 述 内 法 造 出 来 的 : 

《如 增加 两 个 顶点 8 与 志 8 为 网 络 的 起 点 ,是 终点 ， 

(2) 从 8 向 邯 欧 每 一 个 顶点 都 画 一 条 有 向 强 ,， 从 了 的 
每 一 个 顶点 都 癌 # 丙 一 条 有 向 骤 . 

(8) 原来 如 中 的 边 都 改 为 有 闪 疆 ,方向 都 县 从 元 的 项 
点 指向 工 的 顶点 . 

(4) 今 所 有 统 的 容量 都 等 于 工 . 

图 9. 半 中 画 的 就 是 二 分 图 中 及 由 它 出 发 造 出 来 的 网 络 
人 


图 9.4 


现在 来 分 析 一 下 召 与 缉 之 闻 有 什么 关系 , 首先 , 我们 有 : 
引 理 9.1 如 果 扫 有 一 个 由 尹 条 边 年 成 的 匹配 必 , 那 本 

如 就 一 个 流 了 它 的 值 是 儿 
这 个 引 理 的 证 明 是 很 显然 的 ， 大 家 只 机 看 一 下 图 9.5 就 
会 明 折 了、 图 9.5t9) 中 的 粗 线 表示 全 的 一 个 由 2 条 边 组 戌 
的 匹配 ， 而 仿 ) 中 画 的 就 是 与 它 对 应 的 一 个 信号 2 的 流 (如 
果 一 条 弧 的 旁边 没有 黑体 字 , 就 表示 流 了 在 这 条 弧 上 的 流量 
"4383. 


从 引 理 9 江 还 可 以 得 尚 一 个 结论 , 解 龙 ; 
引 理 全 2 设 们 的 最 大 匹配 包含 mm 茶 边 , 人 的 最 大 流 的 
值 十 允 那 末 : 
4m 
证 明 由 引 理 9.1, 健一 定 有 一 个 值 为 徊 的 流 ， 当 然 好 
的 最 大 流 的 值 就 一 定 大 于 或 等 于 m 了 ， 汪 完 . 
进一步 考虑 一 下 , 反 过 来 , 如 果 先 有 了 可 的 一 个 流 f, 它 
» 的 值 是 是 不 是 一 定 能 找到 
pa 和 G 的 一 个 包 会 ?条 近 指 此 本 
2 aa .5 呢 ? 这 个 问题 各 为 复杂 一 些 
了 , 为 什么 呢 ? 因为 如 很 可 能 
会 有 流量 不 是 整数 的 流 ， 例 如 
图 和 .8 中 就 画 了 全 的 - ,个 流 ， 
它 的 值 县 然 是 整数 2 但 是 却 
者 好 几 条 弧 上 的 流 基 都 不 起 整数， 但 是 , 如 果 我 们 加 一 个 杀 
性 ,就 是 : 如 果 我 们 只 考虑 吾 的 一 种 特殊 的 流 , 即 舍 都 是 整数 ， 
“J44. 


图 9.6 


并 理 竺 -条 驱 上 的 流量 都 是 整 琢 的 流 , 那 时 就 有 : 

引 理 9.8 如 吴 及 有 一 个 值 为 整数 并 且 每 条 弧 上 的 流 
藉 也 都 古 整数 的 流 了 , 那 末 刁 就 有 一 个 用 Pp 条 缠 组 成 的 匹配 . 

证 明 因 沟 介 的 每 一 条 弧 的 容 最 都 是 1 而 流 了 在 每 一 
条 弧 上 的 流 中 部 是 整数 ,很 显然 ,这 些 流 景 不 是 0 就 是 

不 礁 看 出 ,在 这 种 情 议 下 ,一 定 有 : 

[DD 党 好 有 jp 条 从 3 指向 怀 的 顶点 的 弧 , 这 些 狐 上 的 流 
基 十 1 

名 慷 好 有 Pp 条 从 了 的 顶点 指 岛 1 的 张 , 统 上 的 流量 
是 1 

(3) 挫 好 有 条 从 六 的 顶点 指向 了 的 顶点 的 弧 , 弧 上 
的 流 十 是 1, 而 且 这 条 弧 中 , 妈 不 可 能 有 两 条 台 有 共 间 的 起 
点 ,也 不 可 能 有 隔 条 弧 专 共同 的 终点 . 

凤 此 , (中 信条 弧 去 掉 箭 类 后, 就 恰好 是 中欧 一 个 
由 多 条 过 组 成 的 此 配 ， 证 完 、 

为 了 把 引 理 9.3 的 证 明 乔 清楚 ， 请 大 家 绪 合 图 9 .5 再 郑 
虚 一 下 , 请 大 家 给 如 任意 找 几 个 流 其 都 是 整数 的 流 , 看 看 其 
不 是 一 定 上 共有 上 面 讲 的 三 个 特点 . 

专 了 上 项 的 淮 备 ,再来 证 碍 下 面 的 定 再 就 不 淮 了 ， 

定理 8 设 台 的 最 大 瑟 配 包 禽 宫 条 边 ,全 的 最 大 流 的 
值 是 那 来 : 

洗 一 了 

证 明 出 于 如 的 全 条 统 上 的 容量 都 是 整数 , 按照 上 一 音 
所 讲 的 ( 昂 第 八 章 第 3 小 区 习题 吕 , 一定 可 以 找到 -个 各 条 红 
上 的 流 蕉 部 是 整数 的 最 大 流 ,当然 它 的 值 也 是 w 末 是 由 相 填 
9.3 可 知 , G 中 一 定 存在 一 个 匹配 , 包含 ”条 边 , 这 就 证 明了 
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日 的 最 六 所 配 亲 包含 的 边 数 9 之 久 罚 一 方面 ,在 引 理 9.2 中 ， 
我 们 已 经 证 明了 ? 宇 m%， .4 一 mw， 证 完 ， 

上 面 几 个 引 理 与 定理 的 证 明 过程 中 ， 其 实 已 经 包含 了 求 
一 个 二 分 是 他 的 最 大 号 配 的 - -种 方法 ， 就 是 

第 一 步 ， 从 低 出 发 造 出 网 络 全 

第 二 步 ， 求 出 于 的 ~- 个 值 为 "的 最 大 流 , 它 在 每 条 弧 上 
的 流量 都 是 囊 数 ; 

第 三 步 ， 按 引 理 9.3 证 明 站 程 中 记 讲 的 那样 , 找 出 全 的 
一 个 由 由 条 边 组 成 的 匹配 收 , 那 末 型 就 是 要 求 的 多 的 最 大 
焉 配 了 . . 

现在 就 用 上 面 揭 方 法 米 求 图 9.4 中 的 二 分 图 人 的 最 大 
匹配 . 6 也 已 经 面 在 赂 9.4 上 了 . 接 下 来 求 他 的 最 大 济 . 我 
们 只 所 容 了 Gi, 办 ~0 开始 ,经 过 三 次 改进 ,得 到 图 9.7 中 的 
什 为 3 的 流 , 拒 上 一 章 讲 的 标号 法 及 到 图 9.7 上 , 易 见 对 于 这 
个 流 来 说， 找 不 到 可 改进 路 了 (请 大 家 自己 计算 一 下 !)， 轩 
此 , 这 个 流 是 最 大 洲 , 并 且 显 然 它 在 每 条 强 上 的 流量 是 整 数 ， 
册 这 个 流 可 以 得 到 原来 图 G 的 一 个 由 三 条 边 组 成 的 匹配 ， 即 
图 9.8 中 的 料 线 组 成 的 匹配 . 
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习 题 


1， 求 半 有 面 二 分 图 的 最 六 沁 配 。 
2, * 军 小 了 有 正 各 
五 人 ,分 济 记 作 4 da …。 4s 与 BL 
了 … Bs, 下 面 的 表 说 片 了 每 -个 正 


轰 疾 只 能 与 著 几 个 天 驾驶 员 同 本 飞行 
《YY 起 示 可 已 同 机 飞行 。 示 不 能 


司机 飞行 )， 现 浴 得 架 飞 机 必 拓 有 下、 
到 伟 歌 员 各 一 人 , 请 反 找 - "个 出 琢 的 
飞 才 攻 多 的 方案 ， 


EN 


"1d? 。 


十 ， 任 意图 的 最 大 匹配 问题 
i、 交错 路 , 可 扩充 路 


上 一 章 我 们 利用 了 求 网 络 最 大 流 的 方法 ， 顺 利 地 解决 了 
求 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 ， 当 然 , 接 下 去 ,该 考虑 怎样 求 一 个 
一 般 图 G( 即 @ 木 一 定 直 -分 图 ) 的 最 大 匹配 了 、 也 许 , 大 家 
马上 又 会 想到 ,能 不 能 把 这 个 问题 也 归结 成 网 络 问题 来 解决 ? 
有 不 少 人 试验 过 , 但 是 没有 成 功 ， 因 此 要 另 找 办 法 ， 经 过 一 
些 数学 家 的 研究 ,发现 要 解决 景 大 瑟 配 问题 ,必须 先 找 出 一 些 
研究 匹配 现 论 的 “工具 ”， 下 而 我 们 将 要 介绍 的 交 针 路 、 可 扩 
充 路 等 概念 ,就 是 这 禅 的 一 些 工具 . 

下 面 几 个 定义 ,都 是 相对 于 网 G 的 某 一 个 给 定 的 匹配 下 
来 说 的 . 

定义 10.1 设 % 是 图 G 的 一 个 顶点 , 如 果 久 不 与 任意 
一 条 属于 匹配 M 的 边关 联 ,就 称 
心计 一 个 未 一点 ， 

余 图 10.1 中 的 网 G 与 由 狗 
线 组 成 的 匹配 用 米 说 , ww 2 

四 as, … 都 是 来 花 点 ， 
图 10. 为 什么 采取 未 盖 点 这 伴 -… 个 

名 称 呢 ? 直观 地 说 , 在 给 定 了 一 个 匹配 ii 碎 后 , 我 们 可 以 认 
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为 每 一 条 属于 下 的 边 es“ 盖 作 ” 了 两 个 顶点 ,就 是 & 的 两 个 端 
了 下， 例如 图 40. 工 中 的 ma 蔓 住 了 全 与 w, 和 盖 住 了 加 与 加 
等 等 , 而 其 余 的 顶点 , 也 就 是 没有 被 盖 住 的 顶点 , 后 然 就 叫 找 

定义 0.2 设 2 是 网 邓 的 一 条 补 级 路 (就 是 顶点 不 重复 
出 现 的 路 )， 如 果 史 的 任 谷 岩 条 要 侣 的 边 一 定 是 一 条 属于 对 
耐劳 一 条 不 属于 好， 就 称 罗 是 一 条 交错 路 . 

图 10.2 中 曾 的 是 从 图 区 .I 的 图 G 中 找 出 来 的 交错 路 ， 
顺便 说 一 下 , 如 泉 一 条 路 环 具 包含 一 条 边 , 那 本 不 管 这 条 边 十 
属于 匹配 莽 前 或 是 不 到 于 匹配 14 的 , 2 一 定 是 -- 条 交错 路 
(起 想 看 ,对 相对 ?)。 


~ 
图 10.2 
定义 10.8 两 个 端点 都 是 未 益 点 的 交错 路 叫 做 可 扩充 

路 . 
拿 图 10.2 中 冷 而 条 交错 路 来 说 , (g 中 的 那 一 条 路 的 两 
个 端点 是 如 与 加 ， 再 回 滴 图 功 江 中 看 一 下 ， 正 好 四 与 加 
都 是 未 盖 点 , 因此 这 条 略 总 可 扩充 小, 而 ( 丰 中 的 那 条 交 弄 路 
不 是 可 扩充 政 . 另外 ,如果 在 区 中 发 现 了 两 个 采 盖 点 ,它们 之 
六 有 一 条 边 相 连 ， 那 本 单单 这 一 条 边 就 组 成 了 一 条 可 扩充 路 
了 ,为 什么 呢 ? 因为 前 面 忆 说 过 , 曾 单 这 条 边 就 组 成 一 条 交 揪 
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路 ,再 加 上 它 的 端点 都 是 未 姜 点 ,当然 就 是 一 条 可 扩 弃 路 了 . 

可 扩充 路 有 一 个 很 重要 的 性 质 , 就 是 : 在 可 扩充 路 上 , 不 
属于 号 配 的 边 -- 定 比 属于 匹配 的 边 多 一 条 ， 请 大 家 骨 已 检查 
一 下 这 个 性 质 对 不 对 . 

为 什么 采用 “可 扩充 路 ”这 样 的 一 个 名 称 昵 ? 原来 对 于 图 
全 的 -一个 些 配 米 说 ,如果 能 够 找到 一 条 可 扩充 路 p, 那 末 这 个 
匹配 就 一 定 可 以 改进 成 一 个 多 包含 一 条 边 的 匹配 (也 就 是 说 ， 
原来 的 匹配 “扩充 "了 !)， 改 进 的 办 法 是 : 把 p 中 原来 属于 匹 
本 的 边 从 匹配 中 去 掩 ， 面 把 原来 不 属于 匹配 的 边 加 到 匹配 中 
去 . 按照 我 们 以 前 的 晒图 办 法 , 我 们 常常 把 属于 匹配 的 边 画 
上 成 粗 边 , 那 术 上 夯 的 攻 进 办 法 就 可 以 简单 地 说 成 是 ; 把 路 p 上 
的 粗 边 都 改 为 细 边 , 面 把 网 边 都 改 为 粗 边 ， 前 面 说 过 , 可 扩充 
路 2 上 , 细 边 一 定 比 粗 边 多 一 条 , 因此 , 变化 后 的 匹配 就 恰好 
比 原来 的 匹配 多 一 条 边 。 拿 图 10.1 中 的 图 G 以 及 由 粗 线 组 
成 的 婚配 来 说 ,图 10.2(e) 中 已 经 找 出 了 一 条 可 扩充 路 , 因此 ， 
就 可 以 按照 刚才 讲 的 “ 棚 、 细 边 对 换 ” 的 办 法 把 原来 的 匹配 改 
进 成 一 个 多 包 仿 一 条 边 的 匹配 了 ( 见 图 10.3, 虚线 表示 可 扩 
充 路 ). 


图 10.3 
从 上 面 讲 的 可 以 看 出 ， 我 们 已 经 有 了 一 种 把 一 个 匹配 改 
进 成 一 个 更 加 好 一 些 的 匹配 的 办 法 了 ， 有 了 这 种 改进 办 法 ， 
“600 ， 


和信 章 讲 的 求 网 络 的 最 大 流 的 方法 想 一 想 ， 就 不 到 
得 出 一 种 训 最 六 匹配 的 方法 来 了 ， 这 种 方法 的 大 慨 办 廊 是 
先 任意 找 一 个 匹配 M1, 然后 找 找 看 , 对 于 六 1 来 说 ， 有 没有 
可 扩充 路 ， 如 果 有 ， 就 月 刚 才 计 的 租 . 细 边 对 换 的 办 法 把 3 
改进 尸 一 个 多 包含 一 条 边 的 匹配 术 ?。 然后 再 找 找 看 ， 对 于 
好 :来 说 , 有 没有 可 扩充 路 , 有 就 再 改 …, 一 直到 出 现 一 
个 匹配 大， 对 于 于 。 来 说 , 找 不 到 可 六 充 路 了 ,计算 结束 。 

回想 一 下 , 在 第 八 章 中 ,我 们 曾经 讲 过 ,一般 说 来 ,用 某 一 
芭 改 进 的 方法 不 能 再 改进 的 流 , 不 一 定 是 最 大 流 ! 说 不 定 还 可 
以 让 别 的 方法 理 改 进 昵 !)， 对 于 匹配 来 说 , 也 一 样 。 用 上 看 
讲 的 计算 方 演 得 到 的 忠 配 型 。 它 只 不 过 兵 有 "用 在 可 扩充 路 
土 故 、 组 边 变换 铭 办 法 不 能 再 改进 了 ”这样 的 特点 , 而 这 个 特 
点 不 一 定 能 保证 它 是 景 大 匹配 ， 不 过 , 幸子 我 们 有 下 面 的 定 
理 10.1, 根据 这 个 定理 ,起 可 以 肯定 于 ,是 最 大 号 配 了 . 

定理 到 .1 设 好 是 图 他 的 一 个 匹配 ， 并 且 对 于 型 来 
说 ,不 存在 可 扩充 了 咯 , 那 来 型 一 定 是 最 大 匹配 . 

这 个 定理 的 证 明 , 这 里 就 不 写 了 , 有 兴趣 的 读 老 可 以 参看 
更 专门 些 的 图 论著 作 。 

有 了 定理 10.1 以 后 ,我们 前 面 讲 的 求 县 大 匹配 的 方法 就 
出 较 完 整 了 ， 戈 们 再 把 这 个 方法 的 计算 步骤 总 线 一 下 : 

步骤 1 几 任 何方 法 求 出 第 一 个 匹配 Mi; 

步骤 2 用 定理 10.1 来 检查 现 有 的 匹配 是 不 是 最 大 号 
配 , 即 看 看 十 不 是 有 可 扩充 路 , 如 果 没 有 可 扩 完 路 , 那 示 计算 
结 东 :因为 最 大 路 配 已 经 找到 了 ); 如 果 找 到 了 可 扩 完 路 ,转向 
步骤 8; 

步骤 8 把 现 有 的 匹配 用 “ 粗 、 普 过 对 换 ” 的 方法 改进 成 
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一 个 更 好 的 (就 是 包含 边 更 多 的 )PE 配 , 转 回 步 又 3. 

这 种 方法 的 总 的 轮廓 与 第 八 章 求 最 大 流 的 方法 是 一 样 
的 。 因 此 , 我 们 不 必 再 多 加 解释 了 ， 而 主要 求 分 析 一 下 这 三 
个 步骤 做 起 来 是 不 是 容易 。 

步骤 1 是 很 容易 做 的 .例如 前 而 讲 过 ， 空 集 贝 就 是 一 个 
匹配 , 因此 , 我 们 可 以 就 拿 空 集 由 作为 第 一 个 此 配 2 另外 ， 
很 明显 ,对 于 图 G 的 任意 一 条 边 6 来 说 ， 单 单 由 一 条 边 w, 组 
成 的 边 集合 也 是 一 个 匹配 , 因此 , 也 可 以 任意 取 -- 条 过 @ 而 
以 天 = {es} 作为 第 一 个 匹配 ， 当 然 , 如 果 可 以 用 很 简单 的 办 
法 一 眼 就 看 出 另 一 个 边 数 更 多 的 正本 Wi 也 可 以 取 它 作为 
第 一 个 匹配 . 

在 找到 了 一 条 可 扩充 路 以 后 ,在 这 条 路 上 用 粗 、 细 边 对 换 
的 办 法 来 改进 一 个 匹配 也 是 很 容易 的 。 也 就 是 说 , 步骤 3 也 
是 容易 做 的 . 

但 是 步骤 2 却 不 容易 做 了 ， 这 个 情况 倒 也 是 和 第 八 章 的 
求 最 大 流 的 算法 相似 的 ， 关 此 , 我 们 将 在 下 面 两 节 中 专门 讨 
论 一 下 步骤 2 应 该 怎样 做 , 也 就 是 说 , 怎样 来 找 可 扩充 路 


习 是 


给 图 20.1 中 的 图 台 找 一 个 最 大 匹配 (计算 时 ， 以 图 上 的 粗 边 作为 
第 -个 匹配 出 用 直接 观察 的 办 法 找 可 扩充 路 ). 


3. 交 错 树 


在 定理 10.1 得 到 了 证 明 以 后 ,就 有 人 提出 过 一 种 找 可 扩 
充 路 的 方法 , 就 是 , 对 于 图 避 的 一 个 给 定 的 匹配 有 米 涪 , 首 
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先 看 看 有 所 个 未 盖 点 ， 如 果 没 有 未 盖 点 或 者 只 有 一 个 未 益 
点 , 就 不 用 找 了 , 肯定 不 会 有 可 扩充 路 了 , 如 果 未 蔓 点 趣 过 一 
个 ,就 任意 取 定 一 个 未 盗 点 to 然后 从 汪 出 发 ,用 “搜索 "的 办 
法 来 找 以 为 一 个 端点 的 可 扩充 岂 ， 只 体 此 说 , 就 是 从 儿 电 
发 ， 沿 着 一 条 交错 路 前 进 ， 如 打 在 前 进 中 巡 到 了 另 一 个 未 益 
点 ， 那 未 就 按 到 可 久 充 路 了 如 果 稻 不 到 未 盖 点 , 而 叉 无 法 
沿 着 交错 路 青 前 进 了 了 ， 趟 什 退 回 » a 
栾 ， 再 洛 着 别 的 没有 走 这 的 路 前 ~ pA 
进 ,…， 拿 图 10.4 中 的 图 床 说 。 。 多 «he " 
有 3 全 来 准点 ， 例 站 我 们 先 取 定 ¥ 
vs 从 tm 击发 先 沿 着 器 直 到 mo 
到 了 vs 以 后 , 不能 沿 着 es 走 ( 因 闵 J6.4 
为 这 样 就 不 是 沿 着 一 条 交 弄 中 前进 了 )， 而 只 能 梁 着 mm 直到 
,到 了 内 就 溉 法 再 前 进 了 , 只 好 退 同 一 步 , 退 到 wo, 仍旧 没 
有 新 的 路 可 以 走 ， 又 巡 到 ra， 从 芒 沿 著 浙 的 路 7 走 汉 ws, 接 
着 又 直到 re, 又 完了 ， 再 到 回 到 as， 因为 从 vo 击发 的 两 条 边 
都 走 过 了 ,这 就 说 明 以 v4 为 一 端的 可 扩 完 路 是 不 存在 的 ， 于 
是 再 姻 取 一 个 末 竣 点 ,例如 取 中 ,从 v4 出 发 再 进行 搜索 ，…。 

很 显然 ,如果 示 到 一 个 比较 复杂 欧 图 , 这 笠 方 法 是 很 难 用 
的 ， 这 笠 方 法 的 二 要 缺点 ,在 于 搜索 时 术 不 系统, 训 全 边 和 项 
点 往往 反复 填 走 到 过 邓 儿 次 (例如 从 w 出 发 到 可 能 走 到 ww 
和 2. 

为 了 克 腿 上 画 讲 的 搜索 时 不 能 系统 这 - -缺点 ， 并 且 设 计 
一 种 系统 搜索 可 扩充 路 的 方法 ,我 们 还 需要 介绍 儿 个 概念 . 

首先 回想 一 下 , 在 第 二 幸 中 ,我 们 曾经 讲 过 “由 顶 二 刁 可 
达 47' 这 一 构 念 , 在 寻找 以 未 善 点 w 为 一 端的 可 扩充 路 时 ,我 
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们 将 用 到 一 全 类似 的 概念 , 各 是 ; 

定义 10.4 设 耻 是 图 企 的 一 个 匹配 , w 是 取 定 的 一 个 
未 盖 点 , 如 果 存 在 着 连接 与 另 一 顶点 m; 热 交 销路 ,就 称 出 
Vi 交错 可 达 名 < 我们 也 认为 二 交 众 可 达 i 本 身 ). 

仍 以 图 10,4 为 俩 .部 果 我 们 取 定 了 未 盖 点 ww 那 末 因 
为 存在 着 交错 路 : 

P={vs, es1, Pa, ea, 1}, 
因此 由 vs 交错 可 过 wy 当然 ,由 oa 也 交 钳 可 达 %2, 因为 罗 中 
从 ua 到 we 这 一 段 也 是 交 销 路 ,不 难看 出 ， 由 vs 还 交 镜 可 达 
Vs 与 ne， 

有 了 定义 也 .4 我 们 可 以 看 出 ， 如 果 发 现 了 一 个 未 羞 点 
9 而 由 四 又 交错 可 达 妈 我 们 就 找到 了 一 条 连 疆 几 与 术 的 
交错 路 ,也 就 是 一 条 可 扩充 路 了 因此, 要 想 找 以 ov 为 一 端 
的 可 扩充 略 , 可 以 采取 下 面 的 办 法 ， 设法 把 由 w 交错 可 关 的 
顶点 一 个 一 个 地 找 出 来 ,每 找到 一 个 , 赵 检 查 一 下 它 是 不 是 未 
盖 点 ,是 的 话 , 可 扩充 路 就 找到 了 , 如 果 已 经 把 所 有 由 上 交错 
可 达 的 顶点 帮 找 了 出 来 ,而 其 中 没 震 一 个 是 未 盖 点 ,就 可 以 肯 
定 以 % 为 一 端的 可 扩充 路 一 定 不 存在 了 . 

为 了 把 由 生变 错 可 达 的 顶点 都 找 击 来 ， 还 要 用 到 一 个 很 
重要 的 概念 ,叫做 “以 顶点 坟 为 根 的 交 铺 树 "， 回想 一 下 ， 在 
第 玉 章 中 我 们 曾经 讲 过 ,如 杂 好 = [局 是 一 个 树 , 那 末 对 
于 日 竟 任 意 两 个 不 同 的 顶点 vw 与 0;, 在 人 中 一 定 存 太 唯一 
的 一 条 轧 接 由 与 本 的 初级 路 [ 药 五 章 第 2 小 节 习 题 3)， 下 面 
讲 交 错 笃 的 定义 时 , 要 用 到 这 个 结论 。 

定义 10.5 设 相 是 图 Gg~[, 妈 的 一 个 才 定 的 匹 寅 ， 
于 是 图 台 欧 一 个 子 图 ,如 果 于 其 有 下 述 人性 质 ， 
1d» 


《四 了 了 是 一 个 再 ; 

(人 也 中 存在 一 个 顶点 tw 它 是 未 盖 点 ; 

(8) 对 于 全 的 任意 一 个 不 同 于 么 的 顶点 名 来 说 , 了 中 
连接 儿 与 名 区 唯一 初级 路 是 交 氏 路 . 
那 末 称 下 是 一 个 以 wi 为 根 的 交错 村 . 

以 图 20.5(@ 中 的 图 他 为 例 ( 粗 边 代表 一 个 匹配 )， 图 
10.5(8) 中 通 的 子 图 下 就 是 一 个 灸 m 为 根 的 交错 树 。 


生 
[td 区 开 
图 10.5 


由 定义 10.5 中 的 (8), 不 难看 出 , 交错 树 上 的 每 一 个 顶 
所 也 都 是 由 止 交 错 可 达 的 顶点 ,另外 ,要 具体 地 抬 连结 色 与 
根 书 的 当铺 路 找 出 来 也 不 难 ,因为 在 下 中 ,连接 岂 与 岂 的 路 
是 唯一 的 击 册 定义 40.5 指 (的 ， 这 条 路 就 号 要 找 的 交错 党 . 

因此 , 想 要 把 由 #% 交错 可 达 的 顶点 都 找 出 来 ， 可 以 采 开 
不 断 扩大 一 个 交错 灶 的 办 法 , 开始 时 , 令 交 销 树 卫 只 合 一 
个 顶 虎 ， 就 是 取 定 的 未 盖 辟 wm % 是 全 的 根 ， 以 后 逐步 扩大 
也, 每 扩大 一 次 , 了 中 新 增加 的 项 点 就 是 新: 找到 的 由 4 交 镜 
丙 运 的 质点 。 
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为 了 讲 怎样 扩大 一 个 交错 司 ， 还 要 介绍 一 个 十 念 ， 请 大 
家 看 一 下 图 3.5 人 0) 中 的 以 全 为 要 的 交错 娠 也 它 的 每 一 个 
顶点 旁边 或 者 床 了 一 个 “++” 号, 或 者 标 了 一 个 “一 ”号 ， 这 
样 做 主 村 是 为 了 说 内 也 的 项 点 可 以 分 成 两 类 ， 一 类 叫 化 外 
点 ,就 是 旁边 标 * 十 ”的 页 点 ,一 类 叫做 内 点 ,就 是 旁边 标 ” 一 ” 
揭 顶 点 ， 屠 末 我 们 是 技 照 什么 原 钾 来 区 别 这 渣 种 点 的 呢 是 
这 样 的 , 首先 , 我 们 砚 定 根 wm 是 外 点 ; 其 次 , 对 于 也 其 他 顶点 
他 来 说 ,为 了 区 分 它 是 内 点 还 是 外 点 ,应 该 先 把 连结 乡 邮 与 必 
的 交错 路 了 找 出 来 ,然后 数 数 畏 包 含 所 条 边 , 如 果 呈 包 食 奇 数 
条 边 , 当 训 是 一 个 内 上 , 再 如 果 呈 包含 偶 数 条 边 ,四 前 二 一 个 
外 点 ， 仍旧 拿 图 10.5 人 9) 中 的 才 来 混 ， 连 接 艰 久 与 的 路 
包含 8 条 边 ， 所 以 和 证 内 点 ， 再 连接 与 1 的 路 包含 4 条 
边 ,所以 ms 是 放 点 ,请 大 家 检查 一 下 ,其 他 项 点 旁边 标的 “4” 
与 “~” 标 得 对 不 对 . 

关于 和 点 和 内 点 , 有 一 个 重要 的 性 质 , 它 在 后 面 经 常 要 用 
到 , 就是; 

引 理 10.1 设 卫 是 一 个 以 岂 为 根 的 交错 辣 , 4%; 是 全 的 
一 个 不 辐 于 全 绚 硕 点 , p 症 卫 上 连接 名 与 的 交错 路 ， 屠 
末 : 


全 如 果 光 是 外 点 ,2 上 与 国 关联 的 边 一 呈 属 于 区 本 
2. 

多 如 果 印 是 内 点 , 尹 上 与 w 关 获 的 边 不 局 于 匹配 对 

证 明 ”如果 是 外 点 ， 那 未 ?这 该 包含 偶数 条 边 ， 现 在 
从 如 开发 沿 着 名 向 m; 走 ,第 一 条 过 … 定 不 加 于 于 (因为 内 是 
未 盖 点 )， 所 以 第 二 条 边 应 该 属于 好 ,而 第 三 条 边 又 不 属于 
并 ,第 四 条 所 又 属于 型 ，…， 因为 多 包 售 俩 数 条 边 ,所 以 最 后 
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的 那 一 条 边 ,也 就 是 与 % 关联 静 边 ,一定 属 于 开 ， 

必 是 内 点 的 情况 是 完全 机 似 的 ， 证 完 ， 

请 大 家 结合 着 图 切 .检验 一 下 引 理 20. 站 不 对 ， 

有 了 以 上 的 准备 , 就 可 以 讲 扩 大 一 个 以 妈 为 恨 的 交错 树 
的 办 法 了 ,这 个 办 法 是 名 下 面 的 引 再 为 薪 础 的 ， 

引 理 10.2 设 必 是 工 药 一 个 外 点 ,。 是 不 属于 了 全 的 一 
条 边 , 如 果 。 与 册 关联 ,并 且 * 的 汉 一 个 端点 入 也 不 属于 全， 
那 求 由 交错 可 达 人 名 ， 

证 明 芭 为 %y 是 外 点 ,由 引 理 0.1, 上 连接 根 业 与 内 
的 交错 路 上 最 后 的 一 条 这 (就 是 与 v 关 圈 的 边 ) 属 于 匹配 ， 
容易 看 出 ， 在 上 再 灯 一 条 边 


6 流 得 到 汪 接 名 与 必 的 从 错 罗 

路 (见习 10. 介 , 因此 卡 当 交 y 区 

错 可 达 如 ， 证 完 ， 。 ~ 于 
注意 , 引 理 10.2 中 , “是 于 一 

外 点 "这 一 条 件 是 很 重要 的 , 如 图 30.6 


梁 发 现 一 条 不 属于 卫 芍 边 生 与 久 的 一 个 内 点 如 关联 ， 状 二 
所 葛 另 一 个 端点 让 不 局 于 ,是 不能 保证 则 根 妈 交错 可 
达 入 的 ( 见 图 10.6). 

有 了 下 旨 如 ,2 就 可 以 得 到 一 种 扩大 交错 树 的 办 法 了 ， 
就 是 ,看 看 图 @ 中 有 没有 与 交错 树 的 外 点 关联 而 不 属于 了 
的 边 6。 如 果 有 ,就 再 看 看 * 的 另 一 个 端点 % 是 不 是 属于 代 ， 
如 果 ts 不 属于 于, 就 可 以 招 。 和 wr 部 加 到 个 中 去 ,使 于 扩 
大 ， 具 体 扩大 欧 时 候 , 还 可 以 分 两 种 请 况 . 

(四 ww 是 未 盖 点 , 这 时 , 把。 与 戏 加 到 外 中 去 后 ,下 中 
连接 根 儿 与 色 的 交错 路 是 一 条 可 扩充 牙 [ 兄 图 10.7(e)1. 
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所 ,也 就 是 说 , 者 一 条 属于 候 配 厂 的 边 
把 6 与 《加 到 了 中 去 后 , 接著 还 可 以 


了 


(2) 4 不 是 未 
与 Vi 关联， 这 对 ， 
把 以 及 它 的 端点 因 到 也 中 天 ,因为 很 旺 然 具 vi: 也 交错 可 达 
4 的 盟 一 个 端点 如 [ 见 辣 107 ， 另 外 ,还 容易 看 则 ， 因应 
恋 是 内 未 ,而 血 计 外 点 . 
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图 10.7 


因此 ,在 发 现 满足 引 理 10.2 的 边 2 时 ， 或 者 可 以 找到 一 
条 可 扩充 路 , 或 者 可 以 把 了 扩大, 使 了 增加 两 条 边 和 两 个 顶 

让 我 们 结合 着 医 10.5<9) 中 的 图 G[ 见 图 10.8(9)] 来 看 
看 怎样 用 这 种 办 法 扩大 交 氏 树 、 下 未 闵 点 好 一 开始 ,了 只 
所 售 硕 点 加, 写 二 外 点 [ 见 副 10.8( 四 ;, 容易 看 沿 , 边 三 符合 
引 理 9.3 的 条 从 关 且 的 另 一 个 端点 不 是 未 证 点 , 因素 ,可 
以 把 边 m, ea 肥大 点 Ya、%s 加 到 全 中 去 , 扩大 后 的 交 钳 衬 仍 
1.365， 


记 作 了 [ 见 转 10.8(o)], 接着 ,又 可 以 把 边 ee、 es 以 及 顶点 %%、 
个 加 到 他 中 才 ; 还 可 以 把 边 ww、er 与 顶点 名、 加 到 了 中 去 
[ 见 网 10.8(O) 与 (9]. 最 后 , 还 可 以 把 边 .ele 以 及 顶点 we、 
as 加 到 了 中 去 ,把 外 扩大 成 图 10.8( 廊 . 


( 仿 
图 10.8 


对 于 图 10.8( 力 中 的 交错 树 , 不 能 再 用 引 理 10.2 的 办 法 
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学 大 了 , 因 往 鬼 不 型 满 下 引 再 10.2 区 条 件 的 边 e， 但 是 能 不 
能 就 此 断定 以 om 为 一 端的 可 扩充 站 一 定 不 存在 了 蝇 ? 还 不 
能 事实 上 , 以 人 为 一 问 的 可 扩充 用 是 存在 的 , 图 10.8(&) 
中 用 虚线 标 呈 的 层 条 陈 襄 是 一 条 连 接 由 与 vs 的 可 扩充 路 、 
为 了 沁 这 祥 前 可 扩充 路 找 出 来 ,还 名 要 一 个 重要 的 概念 ,让 我 
们 在 下 一 节 再 讲 吧 、 


习 题 
1 给 铬 19.5( 东 中 的 隐 对 找 一 个 竣 v6 为 根 的 玄 殿 树 ， 并 在 下 点 劳 迪 


3. 带 花 的 竺 


让 我 们 瑚 看 一 下 图 I0.8( 几 中 的 交错 树 全 { 见 同 10.9)， 

一 节 最 后 讲 过 ,用 引 理 

4D.2 进 的 四 法 不 能 再 使 卫 

扩大 了 。 但 基 我 们 却 可 以 用 
荔 一 种 办 丢 来 综 续 扩大 工 ， 

请 大 家 再 看 一 下 图 140.8 

(四 中 的 图 印 席 们 看 到 ,图 
《 G 中 的 迎 ee, 它 不 属于 个， 

者 而 它 的 端点 是 了 的 陪 个 外 

图 加 9 虚名 与 “7 在 出 现 这 种 情况 

时 , 我 们 把 边 @s 也 加 到 守 中 去 ,使 代 又 得 到 扩大 ， 即 又 使 个 

增加 了 一 条 边 { 但 是 顶点 没有 增加 ). 
应 该 注意 ， 把 e8 如 到 字 中 类 后 , 和 就 不 再 是 机 了 , 因为 
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它 包含 一 个 周 , 就 是 图 10.9 中 的 互 ， 六 样 的 子 图 今后 岂 做 带 
花 的 衬 . 

上 而 我 们 只 是 通 过 一 全 例子 来 讲 了 什么 叫 带 枪 的 树 ， 一 
般 情况 也 完全 一 样 , 就 是 如 果 发 现 了 - 条 不 属于 交错 村 全 的 
边 2 e 的 两 个 端点 都 是 多 的 外 点 , 那 未 所 。 加 到 史 中 去 得 到 
的 图 ( 伪 记 莫 末 ) 叫 做 带 花 的 畦 . 

带 花 的 禁 的 辟 点 是 ， 它 恰好 有 一 个 圈 ， 今后 我 们 就 把 这 
唯一 的 阁 叫 做" 蓄 ?。 请 大家 记 住 ,“ 花 ”就 是 一 个 医 , 丽 且 涉 难 
看 出 , 这 种 回 - . 定 包 含 奇 激 条 边 ( 图 节 .9 中 的 花旦 包含 5 条 
边 ,一 般 情 况 请 六 家 自己 证 明 -= 下 )。 

回想 一 下 ， 我 们 以 前 讲 过 , 了 中 的 顶点 都 是 由 立交 错 可 
达 的 ， 和 而 扩 六 人 前 日 的 主要 是 扩大 击 w 交错 可 这 的 点 约 草 
于 .现在 把 & 加 到 了 中 去 , 只 不 过 和 使 全 增加 了 一 笨 边 ,并 没 
有 增 吉 页 点 ,又 有 什么 作 刚 呢 * 

我 们 就 结合 着 副 10.9 米 解释 一 下 把 & 加 到 下 站 去 有 人 慎 
么 好 处 、 在 图 10.9 中, 是 花 上 网 一 个 内 点 ,从 图 10 ,8ay 
可 应 春 出 ， 有 一 条 不 属 十 他 的 边 @s 与 人 关联 ,en 的 另 一 个 
端点 os 也 不 属于 了 ， 杂 果 弛 是 了 的 外 点 ， 那 术 边 ew 就 潢 
足 引 理 去.2 的 朗 求 ,但 是 
现在 是 内 点 ,前 奋 讲 
过 , 这 时 不 能 保证 从 根 za 
交错 可 达 多 。 不 过 在 把 
连结 外 点 由 与 杂 的 边 如 
加 到 于 中 去 以 后 ,情况 就 
不 辐 了 ， 从 图 20.20 可 以 
看 出 ， 现 在 我 们 可 以 找 刘 图 10.10 
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连接 岂 与 嫩 的 交错 路 了 , 就 是 图 ]0. 切 由 月 虚 线 标 出 的 那 
一 条 不 难 最 象 , 如 采 有 一 条 不 属于 了 的 边 。 与 花 上 的 内 虑 
v4 关联 , 并 且 。 的 另 一 个 端点 名 也 不 属于 了 ， 那 于 我 们 也 可 
以 找 出 -一 条 过 结 mr 与 v% 的 交错 路 ( 想 根 看, 这 条 交错 路 应 该 
经 过 哪些 顶点 到 达 wj)。 从 上 凋 的 讨论 丁 雇 看 出 ， 花 上 的 内 
点 都 具有 外 点 的 作用 , 也 就 是 说 , 只 要 发 现 花 中 任意 一 个 顶点 
(不 管 是 秆 点 还 是 内 点 ) 与 一 条 水 局 于 的 边 。 关联 , 路 且 e 
的 另 一 个 顶点 品 也 不 属于 2', 就 可 以 青 定 由 名 交错 丙 达 多， 
从 而 可 以 象 上 一 节 讲 的 那样 把 e 与 % 加 到 了 中 去 , 使 全 扩 
大 . 

讲 到 这 里 , 大 家 可 能 会 感到 问题 变 得 复杂 起 未 了 : 一 般 说 
来 ,与 内 点 关联 的 边 不 必 考 虑 ,而 对 于 花 来 说 , 与 内 虚 、 外 点 关 
联 的 边 都 要 考 虚 ， 有 没有 办 法 使 这 个 复杂 情况 变 得 简单 一 
举 ? 

存 人 想 省 了 一 个 办 法 (这 也 是 整个 这 个 讨 算 方法 中 最 精 
彩 的 地 方 )， 就 是 ， 在 出 现 带 花 的 树 时 ， 把 花 “ 收 缩 "成 一 个 顶 
点 .这 样 一 覆 缩 大 有 好 处 ， 首 先 , 带 花 的 树 放 疾 后 又 变 成 一 
标 交 链 树 了 ,例如 图 10.11 中 古 的 就 是 把 图 10.10 中 的 带 花 的 


树 收缩 成 一 个 交错 树 的 过 程 ， 赂 10.31 左边 的 花 了 , 在 收 深 
后 变 成 了 一 个 顶点， 就 是 右边 的 硕 点 *e, 因为 花 如 上 的 每 一 
个 顶点 都 具有 外 点 的 作用 ， 拟 以 在 收 缔 后 的 交错 树 上 ，oe 是 
一 个 外 点 。 

“ 收 瑞 ”的 办 法 我 们 已 经 不 是 第 一 次 雹 到 了 . 在 第 七 章 讲 
求 最 小 树 形 图 时 也 过 到 过 ， 和 那 时 一 样 , 所 刘 殷 范 召 收 继 成 
一 个 顶点 应 理解 尖 : 我 们 是 把 点 来 图 10.8<9) 中 的 图 全 中 的 
图 如 收缩 成 一 个 项 点 sp 了 ， 这 梯 一 收 纺 ， 图 9 就 变 成 另 一 
个 如 :了 了， 在 从 入 收缩 威信 的 过 程 中 ，G 中 所 有 两 个 内 
点 都 属于 召 的 这 都 说 收缩 控 了 , 而 全 中 一 个 端点 属于 召 , 另 
一 个 第 点 不 局 于 旦 的 边 都 成 为 名 中 以 加 为 一 端的 过 了 ,全 
如 疼 10.12 中 画 的 就 是 从 如 收缩 成 乓 的 过 程 , 全 中 的 边 e， 
@， ea 都 是 一 端 属于 召 而 另 一 端 不 局 于 召 的 边 , 在 全 中 它 
们 都 成 为 电 如 为 一 端的 达 了 . 
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在 拒 G 收缩 成 @; 的 过 程 中 , 9 的 子 图 也 就 变 成 命 的 子 

区 了 ,特别 是 , 如 中 的 带 花 的 树 工 从 好 收缩 成 G 的 -- 个 交错 
机 了 

把 二 面 讲 的 总 结 一 下 ,就 是 ,在 发 现 了 一 条 不 属于 交错 插 
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了 了 并 且 这 结 交错 树 上 两 个 外 直 的 边 。 时 ,我 们 访 敬 下 而 两 性 
事 : 
Ci) 把 e 加 到 交错 情 严 中 走 , 使 呈 成 为 一 个 带 花 的 树 ， 
得) 把 真 图 全 中 前 趣 吾 收 线 成 一 个 项 点 en, 使 变 咸 
另 -- 个 图 印 ， 形 @8 的 带 花 的 树 卫 就 收编 成 G 的 
一 个 交错 树 24 了 . 
接 下 去 ， 我 们 就 在 @ 中 捞 以 报 忆 为 一 端的 可 扩充 路 ， 当 然 ， 
我 们 不 几 只 头 做 起 , 而 就 在 汉 的 基础 上 米 找 , 也 就 是 设法 在 
6G 中 扩大 Ps, 在 扩大 的 过 程 中 ， 邵 果 我 到 了 可 扩充 路 ， 这 
时 , 我 们 也 就 找到 了 G 的 可 扩充 览 了 。 为 什么 呢 8 让 我 们 全 
但 结 合 前 面 的 例子 洲 谨 ,例如 陆 加 .入 有 窗 的 王 就 是 图 
10.12 省 面 的 的 一 个 突 错 树 ,从 图 10.12 可 以 看 出 , Gi 中 有 
一 条 连接 加 与 加 的 边 ez, va 是 让 的 外 点 ,好 大 未 盖 点 ,区 
些 ,在 把 sa 与 u 加 到 中 去 后 ,我 们 在 人 让 就 找到 了 一 个 
可 扩充 路 , 即 图 10.18 左边 的 哪 条 小 , 这 条 路 经 过 收缩 点 vp， 
这 时 ， 家 该 把 va “展开 ”成 花 也 ( 见 图 10.18), 展开 后 很 符 易 
找到 原画 @G 的 一 条 以 岂 为 一 碳 的 可 扩充 路 了 , 也 就 是 醒 中 虚 
绥 袁 出 的 那 -- 条 ( 酒 这 也 就 是 上 一 节 最 后 挡 出 的 区 10.8( 四 
中 的 那加 可 扩充 聊 )， 在 G: 中 扩充 交错 儿 时 ， 如 果 出 现 


了 引 球 10.2 中 的 靖 襄 , 就 扩大 人， 而 如 加 又 发 现 连接 两 个 外 
点 的 边 时 ,就 王政 缘 , 即 把 Gi 收 溶 成 入 一 个 图 的 , 这 时 了 就 
收缩 成 Go 的 交错 畏 人 Ps, 如 果 在 Gs 中 找到 了 可 扩充 路 , 就 要 
西 次 把 收缩 点 肿 开 上 成龙 , 来 找 G 中 的 可 扩充 路 . 

讲 到 这 里 , 找 以 未 旋 点 必 为 一 端的 可 扩充 器 的 方法 基本 
土 讲 定 了 , 普 结 起 来 ,就 是 : 用 上 一 节 引 型 10.2 中 讲 拘 办 法 与 
这 一 节 讲 的 办 法 不 断 的 扩大 交错 树 人， 当然 在 过 到 带 花 的 树 
时 就 应 该 收缩 ,在 扩大 他 的 过 程 中 , 如 采 发 现 可 扩充 略 , 那 未 
我 们 的 日 的 就 达到 了 , 如 果 一 直 没 有 发 现 可 扩充 路 ,而 又 出 现 
了 无 法 出 上 一 节 和 这 一 节 讲 的 办 法 再 扩大 人 的 锚 产 ,期 订 只 
报 据 下 而 的 定理 断定 一 定 不 看 在 以 % 为 一 端的 可 扩 兴 路 . 

定理 10.2 设 岂 是 一 个 末 蔓 点， 并 且 在 扩大 以 wm 为 根 
的 交错 料 时 (可 能 是 在 经 过 风光 收缩 雇 凑 )， 出 现 了 既 不 能 用 
引 理 10.2 的 办 法 叉 不 能 沁 这 一 节 讲 的 办 法 吾 扩 大 的 情况 , 那 
末 , 一 定 不 存 碟 以 mw 为 一 端的 可 扩充 路 - 

这 个 定理 的 证 眶 就 从 吕 了 .、 

分 折 一 下 定理 10.2 的 结论 , 就 可 以 看 出 上 一 节 与 这 一 节 
讲 的 找 可 扩 守 路 的 方法 的 优点 了 .因为 扩大 以 未 兽 
报 的 交错 硅 的 让 浊 , 或 者 是 找到 了 可 扩充 路, 或 者 是 出 现 了 定 
理 10.2 的 情况 ,从 而 可 以 断定 以 如 为 一 缩 的 可 扩充 器 一 定 
不 存在 , 决 不 会 遇 现 模 档 两 可 的 情况 . 

在 出 现 了 定 再 四 .3 的 情况 后 , 我 们 京 该 再 到 一 个 不 同 子 


雏 的 未 壮 点 ,然后 来 扩大 以 名 为 根 的 交错 树 ， 当 然 这 样 艇 
的 结果 或 者 是 投 到 了 可 扩充 路 , 或 者 是 断定 以 % 为 一 端的 可 


扩 帘 路 不 存在 ， 然 后 再 了 一 个 没有 考虑 过 的 未 兰 点 。……. 如 
果 所 有 未 盖 点 都 考虑 了 一 遍 ， 每 次 都 是 出 现 定理 10.2 的 傅 
3165 ， 


况 , 那 未 就 订 以 肯 冠 不 会 丰 可 扩 训 路 , 从 而 根 扩 定 弹 了 -也 可 
以 断定 现 有 的 亚 配 是 咎 太 匹 配 了 . 


习 题 


证 明 花 - 定 包含 奇数 条 边 ， 


和 4. 开花 算法 总 结 、 例 子 


回想 一 下 第 1 小 节 最 后 讲 的 求 最 大 区 配 的 三 个 步骤 ， 可 
以 看 出 , 到 此 为 止 , 求 最 大 亚 配 前 方法 已 经 说 完了 , 因为 这 种 
计算 方法 中 月 到 收缩 花 和 展 无 花 ， 因 此 有 人 给 这 种 算法 取 了 
一 个 名 字 , 叫 “ 开 花 算法 ”英文 名 称 为 Blossom 4Igorithm) ， 

作为 这 个 算法 的 总 结 ， 
们 来 计算 一 个 第 子 ， 我 们 仍旧 
考 疏 前 面 济 过 的 图 10.8(q) 中 
的 图 名 并 且 就 取 这 个 图 中 的 
籼 边 作 为 第 一 个 匹配 M1( 见 因 
10.14). 

对 于 卫 配 下 :来 谎 , 有 $5 个 

加 19.14 二 末 蔓 点 ， 议 是 ,wg, aaa 

和 ms 在 第 2 小 节 与 第 3 小 节 中 ,我 们 已 经 用 扩大 以 末 盖 点 乌 
为 怨 的 交错 竺 的 办 法 找到 了 一 条 可 扩 交 路 ， 邯 图 吉 . 考 中 用 
虚线 标 出 的 那 一 条 , 在 这 条 可 扩充 路 可 以 用 粗 .组 边 对 换 的 
办 法 把 匹配 好 : 改进 成 图 10.13 中 用 粗 边 表示 的 匹配 对 

对 十 匹配 并 来 说 ,还 有 8 个 未 盖 点 wo， wa 和 ws, 现在 
就 取 定 wo, 然后 来 扩大 以 wu 办 根 的 交错 树 于， 开始 时 ,只 
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me 
sw 
站 
Pu 四 es .- 而 
Be Cm 
网 
赣 
( 师 边 为 匹 杞 了) 
网 10.15 图 10.16 ? 


会 wo 一 个 顶点 ,连续 用 引 理 10.2 的 方法 将 了 扩大 和 次 ,可 以 
得 到 图 井 .16 中 的 交错 树 卫 ， 现在 6s 是 不 局 于 了 而 连 绪 了 
的 两 个 外 点 的 边 ,按照 第 3 小 节 所 讲 的 , 应 该 先 把 & 加 到 全 
中 去 使 了 成 为 带 花 的 树 ， 然后 把 花 召 收缩 成 一 个 顶点 ( 见 图 
10.17), 从 而 把 带 花 的 树 了 又 变 成 一 个 交错 树 T+:， 当 然 ,这 


6 的 en tm 
隐 一 了 人 
a 
» 
y 
um 和 
fe 
区 加 
a 2 Py 本 
Bs ” 各 下 
了 
间作 
图 10.17 


时 我 们 也 应 把 图 @ 中 的 回 B 收缩 成 一 个 顶点 va, 使 G 变 成 
另 一 个 图 G:, Gi 这 里 就 不 画 了 , 不 难看 出 ,收缩 后 边 @ 与 73 
的 外 点 va 关联 , 并且 6 的 另 一 个 端点 v4 不 属于 Tis 因此 2 
又 可 以 扩大 ， 即 再 增加 两 条 边 ms 

与 商 个 顶点 ( 见 图 10.18)， 现 J 
在 , 不 管用 第 2 小 节 引 理 10.2 
的 方法 还 是 第 3 小 节 的 方法 都 
无 法 再 扩大 TP， 了 (请 大 家 仔细 
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检查 一 ,是 不 是 这 样 ?), 因此 , 被 照 定理 10.2， 可 以 断定 以 
ono 为 一 句 的 可 扩充 岂 一 定 六 奏 在 从此 我 们 应 该 再 取 一 个 
未 盖 点 ， 例 如 取 wa 然后 来 扩大 以 v1 为 根 的 交错 树 TP， 不 
难看 出 , 可 以 把 边 ax ee 以 及 顶点 wavaas 加 到 卫 中 去 , 接 下 
来 ， 又 可 以 把 边 err 与 顶点 ms 加 到 下 中 去 ， 但 是 因为 za 是 

盖 点 ， 所 以 我 们 已 经 找到 可 扩充 路 了 : 见 图 0.19)。 在 这 
条 可 扩充 路 上 用 粗 、 细 边 对 换 的 办 法 可 尺 把 图 了 . 熙 由 的 中 
配 刀 ; 改 进 成 医 10.20 中 的 匹配 型 :， 


me 
本 
Vs eA "ee 
pe 
ed pn 
ee 
ss 
A 
: 
9 
【 粮 边 为 马刀 半 3) 
图 10.19 图 10.20 


对 于 此 配 江 来 说 ,只 有 一 个 未 禾 点 Ya 网 此 , 型 一 定 
是 一 个 最 大 上 z 配 了 . 

可 以 让 明 , 这 一 章 讲 的 计算 方法 是 有 效 的 , 不 过 , 这 里 就 
不 仔 逆 诉 了 , 禄 给 大 家 作为 习题 吧 ， 


习 题 


工 请 考虑 一 下 ， 如 果 把 第 4 作 革 中 讲 的 等 法 用 到 一 分 图 上 去 ， 
得 到 的 算法 与 上 - : 章 中 讲 旗 以 求 蜀 络 的 最 六 流 为 基础 的 算法 有 什么 关 
系 ? 
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8. 给 下 述 两 个 图 各 找 一 个 最 大 匹配 : 


(9) 人 
3， 试 试看 , 证明 这 一 章 讲 的 求 最 大 此 配 的 计算 方法 趾 有 效 的 ， 
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二 一、 最 小 边 复 盖 问 题 


1. 什么 是 最 小 边 复 盖 问 题 


这 一 章 我 们 将 再 介绍 一 个 图 沦 由 的 极 值 问题 ， 它 与 上 一 
章 讲 的 最 大 匹配 问题 有 密切 的 关系 。 先 来 介绍 一 下 , 什么 叫 
最 小 边 复 芋 问题 . 

定义 了 .1 设 Q=[V, 辐 是 一 个 无 向 图 , OEE 是 遇 
的 车 干 条 边 的 集合 ,如果 扩 的 每 一 个 顶点 都 是 C 中 基 一 条 边 
区 端点 ,就 称 C 是 图 他 的 一 个 边 复生 

例如 图 11.15o)、 人 (9) 的 图 中 ， 粗 边 组 成 的 集合 分 别 
症 这 三 今 必 的 过 复 盖 . 


(9 a 加 [3 
图 31.4 


上 一 章 介绍 未 盖 点 的 概念 时 曾经 说 过 ， 我 们 可 以 认为 一 
180。 


条 油 " 芒 作 了 " 它 的 两 个 端点 ,在 这 种 吉 义 下 , 边 复 益 就 丛 好 旦 
招 图 全 的 所 有 了 顶 怀 都 益 住 的 边 集 合 . 

因为 一 条 边 只 能 盖 住 两 个 顶点 ， 医 此 , 如 果 一 个 图 有 1 
个 顶点 ， 那 末 它 的 每 一 个 边 复 益 至 少 包 合 5 条 过 ,如果 有 并 
个 顶点 . 郑 末 边 复 闭 就 至 少 公 食 6 条 边 了 。 一般 说 来 ,如 果 图 
企及 n 个 硕 点 , 屠 末 边 复 深 包 全 的 这 不 会 少 于 各 条 

是 不 是 尾 何 网 都 有 边 复 盖 呢 。 不 一 定 ! 因为 只 要 图 中 有 
孤立 项 点, 就 是 不 和 任何 边关 联 的 顶点 ,这 个 图 就 不 可 能 有 边 
复 益 了 ， 不 过 很 符 易 看 出 ， 只 要 图 台 没有 孤立 顶点 ，G 就 一 
定 有 过 复 盖 , 因为 这 时 ,只 要 令 0 一 轧 也 就 是 流 令 局 为 图 中 
所 有 有 边 的 集合 ，C 就 荐 一 个 边 复 盖 . 

定义 11.2 设 G- [FF， 酌 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 
图 ,我 们 把 如 的 包含 边 数 最 少 的 边 揽 益 叫 做 最 小 边 复 
EE 

所 谓 最 小 边 复 羡 问 题 , 指 的 就 是 : 对 于 给 定 的 图 G, 可 求 
把 如 的 最 小 边 复 盖 找 出 米 、 了 

恒 小 边 茧 六 尊 题 是 有 一 定 的 。 六 -一 
实际 意义 的 . 例如 我 们 把 图 工 .2 一个， 
由 的 周全 中 的 顶点 填 记 是 一 些 | | 
村 庄 ， 每 和 过 和 成 是 一 段 公 牙 一 一 一 
如 果 在 一 段 公路 上 放 上 一 辆 消防 到 72 全 
车 ,就 可 以 把 这 段 公路 两 吴 的 两 个 村 庄 控制 起 来 了 ,现在 问 至 
少 用 几 辆 消防 车 才能 把 所 有 村 庄 全 控制 住 ? 这些 清 防 车 应 该 
放 在 哪些 公路 上 。 不 难看 出 ,上述 问题 可 以 归结 为 求 图 全 的 
最 小 边 复 盖 间 题 ， 
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习 题 


用 吉 接 观察 的 办 法 分 别 给 图 过 .1 和 1 村 .2 中 的 每 个 习 各 找 一 个 最 
小 连 复 盖 . 


多 . 未 最 小 边 复 盖 的 方法 


现在 就 来 讲求 一 个 图 的 基 少 过 复 盖 移 方法 ， 下 而 大 家 将 
要 看 到 ， 上 出 于 最 小 边 复 盖 问 题 与 症 一 章 讲 的 最 大 匹配 问题 之 
闻 丰 着 很 密切 的 联系 , 从而 , 当 要 求 图 G 的 最 小 过 复 郑 时 , 及 
要 先 求 出 他 的 一 个 报 大 匹配 好， 然后 在 形 的 基础 卫 稍 加 修 
改 ,就 可 以 得 出 @ 的 最 小 边 复 资 了 . 

下 而 的 槐 个 引 理 说 明了 景 小 边 复 盖 问 题 与 最 大 正 配 柯 题 
之 间 的 关系 在 以 下 前 讨论 中 ， 玫 假设 图 如 没有 孤立 项 
即 红 有 这 复 盖 ， 

引 理 娠 .1 设 图 从 有史 个 顶点 ， 义 设 他 的 最 大 匹配 到 
由 s 条 边 组 成 , 那 来 好 一 定 有 一 个 由 ms 条 边 组 成 的 边 复 盖 - 

证 明 因为 匹配 形 包含 * 条 边 , 并 且 这 些 边 郁 没 有 公共 
的 端点 , 因此 这 s 条 边 盖 储 了 2s 个 顶点 ， 也 就 是 说 , 对 于 玛 
来 说 , 有 ?一 器 全 未 盖 点 ， 现 在 我 们 从 于 出 发 来 构造 一 个 图 
邓 的 边 复 盖 C: 首先 ,把 型 中 的 过 都 放 在 0' 中, 然后 ， 对 于 
每 一 个 未 盖 点 w, 任意 取 一 条 与 凹 关联 的 边 e 招 它 放 在 0 
中 , 对 于 mm 一 闯 个 未 盖 点 来 说 , 这 样 得 到 的 % 一 2s 条 边 互相 不 
会 外 同 (因为 如 果 对 于 不 车 的 未 六 点 % 与 ,得 到 的 边 相 网 ， 
例如 都 是 6, 屠 示 把。 荐 到 对 中 去 ,得 到 的 仍 是 一 个 距 配 ,与 
形 是 最 大 匹配 就 矛盾 了 )， 因 此 包含 有 8 二 名 一 28) ~-n 一 8 
"2. 


条 迪 ， 另 外 , 容易 看 出 C 确实 蛙 一 个 边 复 车 、 这 就 证 明了 存 
在 一 个 岂 m 一 条 边 组 成 的 边 复 盖 ， 证 完 、 

看 一 下 风 1.3, 对 引 理 二 .1 的 证 外 就 会 更 如 清楚 了 
图 女 .3(q) 电 的 粗 弘 表示 一 个 由 2 条 过 纪 威 移 最 大 匹配 光 
(请 大 家 用 上 一 章 讲 的 方法 检查 一 下 ,对 是 不 是 最 大 弘 配 )， 
它 演 年 了 和 个 顶点 ， 立 妇 共 有 了 个 顶点 ， 因 此 还 有 3 个 未 次 
点 ,就 是 mw、ps. 7。 再 腾 $ 条 边 名 ,后 、 所 分 别 与 pt、 入 
关联 ， 和 下 合 在 一 起 ， 就 得 到 了 图 这.3《) 中 的 那个 包 售 
% 一 8 一 和 条 边 的 边 


司 11.3 


引 理 11.% 设 习 GG 有 rt 个 顶点 ,并 具有 一 个 由 条 边 绢 
成 的 最 小 边 复 商 0, 那 来 如 一 定 有 一 个 由 ”一 t 条 边 组 成 的 四 
配对 

证 明 我 们 从 C 中 去 掉 一 些 边 ， 来 得 到 一 个 匹配 ， 去 思 
的 办 法 和 如下: 设 G 的 顶点 是 we、……、t， 先 看 顶点 wa， 如 
果 口 中 与 关联 的 边 多 于 一 条 , 例如 有 了 条 : 就 去 掉 其 中 的 
Pp 一 条 ,使 中 兵 留 下 一 条 边 与 关联 ,为 简单 起 网 , 灌 去 控 
边 后 会 下 的 边 集合 仍 记 作 C， 注意， 每 去 掉 一 条 边 ， 亲 会 产 
生 一 个 (答对 于 来 说 的 ) 示 盖 点 ， 为 什么 呢 。 请 看 一 下 图 
世 , 由 例如 在 考察 v: 时 ,发 现 有 8 条 过 eu, oa es 与 它 关 联 , 这 
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时 ,这 壮 条 过 的 另 一 个 端点 一 定 只 能 和 驯 中 的 一 条 演 关 详 , 因 
为 如 果 象 所 上 1.4 画 的 那 祥 , 顶点 也 除了 和 边 oa 关联 外 , 还 条 
边 e 关联 , 那 时 ,把 从 C 中 去 掉 ， 
得 到 的 将 仍旧 症 一 个 边 挨 盖 ( 因 为 
a 的 西 个 六 点 都 能 被 C 中 其 他 的 边 
菠 住 ), 而 这 就 与 0 是 最 小 边 复 盖 矛 
盾 了 ， 考 察 完 % 亿 后 ,再 考察 9， 
各 果 与 妇 关联 的 边 多 于 一 条 , 则 再 
去 掉 几 条 , 仍 肯 只 留 下 一 条 与 号 关 
联 的 边 ,….…， 直 到 把 所 有 边 帮 考 
到 了 14 察 过 一 遍 为 小 ， 最 后 莘 下 的 边 

集合 就 称 为 下"， 很 是 然 ， 耻 ' 总 一 个 区 配 . 

假设 从 O 变 到 好 ' 的 过 程 中 ,一 共 去 掉 了 y 条 边 ， 因 
为 O 中 原来 有 条 边 ， 所 以 IL?' 中 底 该 竹下 (一 轨 条 边 ， 另 
外 按照 好 才 讲 的 ,每 去 掉 一 条 这 ,就 产生 一 个 未 痊 点 ， 困 此 ,站 
兴 应 读 产生 乡 个 未 莹 点 ， 我 们 的 目的 是 证 明 存 在 一 个 由 ma 
条 过 组 成 隐隐 配 , 硼 我 们 现在 已 经 找 豆 了 一 个 包 食 t-3 条 过 
区 匹配 于 ”不 过 我 们 可 轧 证 是， 

t—y=%—t. 

为 什么 昭 ! 加 为 所 中 共有 个 项 点 ,现在 我 们 找到 了 一 个 自 
ty 条 边 组 咸 的 匹配 烛 ',， 它 盖 住 了 2 一 芒 个 页 点 ， 另 外 我 
位 迷 知道 共有 个 玉 盖 点 , 因 眶 ,应 该 有 


R=20— +y, 
乌 出 一 2 一 外 
移 项 得 t=t—y, 


这 就 证 骨 了 匹配 如’ 由 rn 一 + 条 过 组成 。 证 完 ， 
» 1 


看 一 下 下 而 的 例子 就 会 对 引 理 扩 .2 的 证 明 过 程 更 清楚 
了 、 例如 对 于 图 杂 .5 中 的 图 避 来 说 , 我 们 已 经 找到 了 一 个 
由 6 条 这 组 成 的 最 小 达 复 莹 c[ 见 图 凡 .-5te) 中 将 痊 边 ]。 考 
察 名, 口中 只 有 一 条 边 与 关联 ,不 必 去 边 ,再 芒 察 uC 中 
有 8 条 边 与 如 关联 ， 应 该 去 掉 其 中 2 条， 例如 就 去 控 色 号 
5 中 还 玫 下 竺 条 沈 [ 交 图 江 .5 人 7]， 从 图 由 可 以 孝 出 , 去 
掉 2 条 好 就 产生 了 3 个 未 盖 点 [要 对 于 网 蔚 .5G6; 中 去 掉 边 
后 的 来 说 ]。 再 汐 察 ne 没有 中 的 边 与 me 关联, 不 用 去 
边 ,对 于 办， 和 ,也 不 用 去 边 , 对 于 全， 有 两 条 边 与 它 
关联 ,又 应 该 去 挂 一 条 , 例如 去 掉 eic 现在 0 中 只 剩 下 3 条 过 
了 [ 见 图 杂 .5《e)], 再 考察 ,不必 去 边 ， 因 此 最 后 剩 下 一 个 
由 弛 条 按 组 成 的 匹配 ， 注 剖 , 图 台中 有 8 个 顶点 , 卉 小 边 复 
蔓 含 有 条 边 ,因此 引 理 工 -2 要 求 的 正 是 一 个 由 9-8=3 条 
边 组 成 的 匹配 ， 


有 了 上 面前 本 个 引 理 ,就 可 以 证 明 下 而 的 主要 定理 了 。 
定理 堪 .1 设 图 @ 有 盖 个 项 志 ， 并 且 安 的 最 大 匹配 下 
包含 :条 过 , 那 来 他 的 最 小 边 复 盖 一 定 包含 总 一。 条 边 ， 
证 明 首先 ， 向 引 理 坟 ,1 我 们 可 以 造 出 一 个 边 复 盖 
CC 包 舍 n 一 8 条 边 ， 
15, 


现在 永明 Cr 就 是 好 小 过 复 沉 . 

用 反 证 法 , 如果 0' 不 是 最 小 边 复 靖 , 也 就 是 帝 , 最 小 边 复 
盖 是 另 一 个 边 复 盖 CO 并 且 C 包 食 眩 边 数 t<m 一 *， 由 引 理 
二 .2, 天 在 一 个 包含 i 一 t 条 边 的 匹配 下， 

但 是 ,因为 二 一 

所 以 Rt 

化 就 是 说 展 ' 包 含 的 边 w 一 + 条 ) 比 型 和 包含 的 边 (s 条 ) 还 要 
多 ,这 就 与 型 是 最 大 匹 配 矛 质 了 . 

因此 0" 是 最 小 边 复 落 , 效 就 证明 了 最 小 边 复 闭 包 含 n 一 8 
条 边 .证 完 . 

从 定理 霸 .1 可 以 爱 出 ,在 我 到 了 图 他 的 最 大 匹配 形 后 ， 
必 束 理 坟 .1 的 证 三 过 程 中 讲 的 办 法 造 出 的 边 复 盖 C 实际 上 
就 是 一 个 最 小 边 复 盖 。 因 此 求 起 小 边 复 盖 的 问 匡 说 完全 解决 
了 。， 也 就 是 说 , 如 果 要 求 一 个 图 5 的 最 小 过 复 蔓 ， 可 以 先 用 
上 一 章 讲 的 办 法 求 由 忆 的 一 个 最 大 匹配 哎 , 然后 按 引 理 入 .1 
的 证 明 中 讲 的 那 梯 , 对 每 一 个 未 盖 点 , 选 一 条 与 它 关 联 的 边 ， 
把 这 些 边 与 于 中 的 边 合 在 一 起 ， 就 得 到 G 的 一 个 最 小 边 复 
盖 了 . 

上 出 讲 的 求 最 小 边 复 盖 的 方法 ， 它 的 基 友 思 想 其 实 是 很 
简单 的 ， 我 们 希望 选取 尽量 少 能 边 把 -个 图 的 所 有 顶点 都 盖 
让 ,第 一 条 过 不 管 怎 样 选 一 定 惟 寻 半生 两 个 项 点 ,第 一 条 过 如 
果 选 得 与 第 一 条 这 没有 公共 端点 ,就 又 可 以 多 盖 住 两 个 全 点 ， 
而 如 果 与 第 一 条 边 有 公共 端点 ， 实 际 上 只 多 黄 住 了 一 个 贾 
不 ,一般 说 来 , 如果 选取 了 s 条 边 ,这些 边 两 两 都 没有 公 
共 端 点 ,能 蓄 住 的 顶点 就 最 多 (从 而 选取 的 边 也 就 可 能 最 少 )， 
即 盖 住 了 名 个。 内 此 , 我 们 应 该 尽量 多 选 一 些 两 丽 没 有 公共 
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端点 的 边 来 复 盖 ， 很 门 然 的 应 该 先 选取 一 个 最 大 匹配 开 , 剩 
下 的 那些 未 盖 点 , 想 竖 用 一 条 边 盖 住 两 个 就 不 可 能 了 , 因此 必 
须 对 一 个 顶点 都 用 一 条 边 米 盖 ， 
习 题 
用 本 他 讲 的 方法 ， 分 别 给 图 卫 .1 和 卫 ,3 中 的 每 个 图 各 找 一 个 最 


小 边 复 盖 ， 


“177, 


这 本 小 书 就 写 到 这 里 。 当然 , 图 论 扬 的 极 借 问题 还 有 许 
多 ,这 里 就 不 再 多 讲 了 。 举 个 鲁 涪 ,在 这 本 书 的 引 诗 中 我 们 曾 
经 介绍 过 一 个 “旅行 售货员 问题 ”这 个 问题 无 疑 是 很 有 用 的 ， 
但 是 我 们 孝 没 有 讲 它 的 解法 ， 为 什么 呢 ? 或 者 说 ， 作 者 是 根 
据 什 么 标准 决定 讲 哪 些 , 不 讲 哪些 的 呢 ? 

标准 是 很 清楚 的 。 在 第 三 章 讲 最 短路 问题 时 ， 我 们 曾经 
讨论 过 算法 的 有 将 件 所 题 , 在 以 皇 各 但 中 ,每 讲 完 一 个 方法 ， 
我 们 也 都 向 单 地 讨论 一 下 这 个 方法 是 不 基 有 效 的 .总 起 来 
说 ,这 泵 书 中 讲 的 问题 都 是 已 经 找到 了 有 效 解法 的 (并 且 解 法 
还 是 较 简 单 的 )， 而 那些 到 月 前 为 止 还 没有 找到 有 效 的 解法 
的 问题 , 就 癌 没 有 在 这 林 书 中 介绍 . 

“旅行 售货员 问题 "就 这 种 没有 找到 有 效 解 法 的 问题 中 
最 有 和 名 的 一 个 ， 大 约 四 十 多 年 以 前 ， 就 有 人 开始 研究 这 个 同 
题 ,并 且 已 经 找到 了 许多 解 这 个 问题 的 方法 ,但 十 所 有 这 些 解 
法 需要 的 运算 次 数 都 不 是 图 中 顶 起 个 数 ( 即 售货员 需要 去 的 
城市 的 个 数 )wm 的 多 项 式 , 也 就 是 说 , 这 些 解法 都 不 是 有 效 的 、 

有 些 同 题 ， 表 而 上 看 起 来 很 简单 ， 却 也 找 不 惠 有 效 的 解 
法 ， 例 如 "最 大 独立 集 问题 "就 是 这 样 的 一 个 问题 设 G~ 
5 六 开 基 一 个 无 向 图 ， 户 伺 广 苇 他 的 若干 个 项 点 的 集合 ， 
如 杂 换 3 了: 的 任意 两 个 顶点 之 间 部 没有 边 相 连 , 我们 就 称 
273， 
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: 3》。 很 自然 的 可 以 演出 一 个 家 值 问题 ,就 是 各 
桩 把 一 个 区 G 的 包含 项 点 的 个 数 最 多 的 独立 集 找 出 来 ? 这 
个 问题 与 最 大 匹配 问题 很 相似 ， 但 是 专 越 的 是 , 最 大 叱 本 问 
题 有 有 效 的 解法 , 到 最 大 独立 集 阿 题 却 没有 找到 有 效 的 解法 . 
这 类 问题 还 可 以 举 出 很 多 . 这 里 不 多 举 了 . 对 于 这 类 尚 
未 技 到 存 效 解法 的 问题 当然 还 有 许多 研究 工作 可 以 阁 ， 例 
如 可 以 试 试 是 否 能 找到 有 效 的 算法 (当然 这 症 很 困难 的 )， 或 
者 证 明 一 定 不 存在 有 效 的 笋 法 (这 也 基 答 礁 的 )， 另 外 还 可 忌 
研究 近似 解法 ， 或 老 酉 究 能 不 能 不 用 第 革 章 第 生 小 节 中 提出 
的 怀 准 而 月 其 他 的 球 准 永 衡 时 解法 前 好 还 等 等 ， 当然 , 对 于 
已 找到 有 效 算 法 的 问题 , 也 还 有 许多 斌 究 工 作 可 以 做 . 

总 之 ,图 论 中 的 极 值 问题 是 有 广泛 的 肖 途 ,尚且 对 于 有 志 
于 搞 研 究 土 作 的 表征 入 六 说 ,还 是 一 个 大 有 用 武 之 志向 课题 
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